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SEZIONE SECONDA, 


Nella quale vien tale Scienza applicata 
all’ Aritmetica , ed alla Geometria. 


). I^^el pi( 


23o. -L Tel piccol numero di applicazioni 
recato nella Sezion precedente , si è dovuto 
osservare , che quando un problema è stato 
posto in equazione , ciò che rimane a fare 
per terminar di risolverlo , è uniforme per 
tutti li problemi dello stesso grado. Tutto ri- 
ducesi a disviluppar 1* incognita , o le inco- 
gnite ; e ciò fassi con regole che son sempre 
le stesse , sieri differenti quanto mai possano 
essere le grandezze , che dehbon considerarsi 
in ciascun problema , e differenti quanto mar 
esser possano questi problemi medesimi , pur- 
ché sien dello stesso grado. 
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Queste regole esentano da moltissimi ragio- 
namenti , che si dovrebher fare se si volesse 
tralasciare il soccorso delle equazioni ; ragio- 
naménti , che oltre del loro numero , per lor 
natura sarebbero ancora al di là degli ordi- 
nar] sforzi dello, spirito. 

Si è fatto con alcuni esempi anche presen- 
tire , quanto mai era vantaggioso di rappre- 
sentar con segui generali , tanto ciascuna d* 
j le grandezze chq cntradb in un problema , 
quanto le operazioni da farsi sulle stesse ; ma 
oltre dei vantaggi, che si è veduto risultar da 
un tal metodo , ve n’ è ànche un altro gran 
numero che si farà conoscere nell’ esporre le 
equazioni sotto di un aspetto molto . più este- 
so di quello esibito finora. , ^ 

Allor ohe si è 'rappresentata, in un . modo 
. generale ciascuna delle grandezze v sicn cogni- 
te , sieno incognite , che "Éntrano in un pro- 
blema , e che tutte le condizioni iq esso con- 
tenute ,, sonosi espresse- con equazioni ; allo»; 
puossi totalmente perder di vista il problema, 
per occuparsi unicamente di t^li equazioni 
eoli’ applicarvi le competenti regole. Ai.lor se 
si lja ben presente allo spirito ciò è con^ 
venuto di capire , sia per i segni , sia P® r 
disposizione delle lettere - n , ciascuna equazione 
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diviene come un libro , .in cui molto più fa- 
cilmente possonsi leggere i differenti rapporti 
che avvincono lo grandezze tra loro. Con di& 
ferenti applicazioni delle regole esposte nella 
prima Sezione , possonsi a tali equazioni re- 
car delle nuove forme , che rendbn questi 
rapporti anche più facili a capirsi. In una pa- 
rola , possonsi esse considerare come il depo_ 
sito delle proprietà di tali grandezze , e delle 
generali soluzioni di un gran numero di pro- 
blemi , che non si cran nè pure immaginati , 
e che non mai poteva supporsi spettar sì da 
vicino al principale problema. 

In fatti , poiché le regole che servono a de- 
terminare i valori delle incognite , son tutte 
dirette a formare di ciascuna incognita sola 
il primo membro di un' equazione , il cui se- 
condo membro venga composto da tutte le 
altre grandezze ; e che tali regole sono evi- 
dentemente applicabili a ciascuna delle gran- 
dezze , che entrano in tali equazioni : perciò 
è chiaro , che colle stesse regole si può sem- 
pre pervenire ad aver sola in un membro , 
una qualunque delle grandezze che entrano 
in una equazione , con aver tutte le altre nel 
secondo membro. Allora si è nel caso , come 


se dovesse risolversi il problema nel quale le 
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cognite erano tutte queste ultime , e quella 
sola l’incognita. Vedesi dunque, che una stes- 
sa equazione risolve tanti differenti problemi, 
quante sono le differenti grandezze , che essa 
contiene. Rendasi ciò manifesto con alcuni 


esempj . 


v 


Generali proprietà delle progressioni 
aritmetiche . 


? 
J , 


/** 


a 3 i. Si è veduto (Arif.. 206.), che un qua- 
lunque termine di una progresàione aritmeti- 
ca crescente , era composto dal primo , ag- 
giuntavi tante volte la comun differenza , quan- 
ti erano i termini che *1 precedevamo. - 

Se dunque con a si rappresenti il valor 
numerico del primo termine ; con u quello 
del termine da determinarsi ; con d la comun 
differenza , o sia la ragione della progressio- 
ne ; e finalmente con n il numero di tutt i 
termini ; in tal caso il numero dei termini 
che precedono il termine u , sarà espresso da 
n — j ; e l’ esposta proposizione potrà espri- 
mersi algebricamente , con questa equazione 
i)d, la qual risolve il problema 
di determinare l’ ultimo termine di una pro- 
gressione aritmetica , di cui sien dati il ter- 
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mine primo a , il numero n di tutt’ i termi- 
ni , e la coraun differenza d. 

Ma poiché in tale equazione vi lian luogo 
quattro grandezze , perciò si farà osservare 
che essa risolve quattro problemi generali. In 
fatti , 

1 . ° Se si supponga essere a 1* incognita 
di cui cercasi il valore , seguendo le regole 
della prima Sezione , si avrà n—u — (ri — i)d, 
lo che ne dimostra che il primo termine di 
una progressione aritmetica crescente si ritro- 
va togliendo dall’ ultimo u, la differenza d 
presa n — i volte , cioè presa tante volte , 
quanto è il numero di tutt* i termini , dimi- 
nuito di i . 

2 . » Se si riguardi n come incognita , 

l'equazione u=-a ( n — i) d, osian = a -f 

nd — d , trasponendo ne dà, nd = u — a -f- d, 

e dividendo, n = x . cioè es- 

sa ne indica , che dandosi i termini primo ed 
ultimo di una progressione aritmetica , e la 
ragione di essa , che abbiasi il numero di 
tutt i termini togliendo dall’ ultimo il primo, 
dividendo tal residuo per la ragione , ed ag- 
giungendo una unità a questo quoto. Per e- 
seuipio , se di una progressione aritmetica sap- 


w 


( « ) 

piansi essere . 5 il primo termine , 3? l’ultimo» 

e a là ragione ; il numero di luti* i termini 

'* . yy-, 3-__5 3a ' 

di tal progressione sari — 1- 1 =— -j- j 

= 16+ 1 = 17.. 

>* k *• 

3.° Finalmente , se nell’ equazione m==ìz-+* 
(»— 1) d, si consideri d come incognita, tra- 

sponendo e dividendo , si avrà d = , cioè 


sen deduce , che si conosce la ragione di una 
progressione aritmetica di cui sien dati i ter- 
mini primo ed ultimo q” e’1 numero di tntt’i 
termini , col dividere per tal numero dimie 
nuito di una unità, l’eccesso dell’ultima sul 
primo. Questa regola riducesi a quella .stabi- 
lita ( Jrit. 209),, per ritrovare un dato nu- 
mero di medie proporzionali tra due date gran- 
dezze. In fatti , ivi si è detto » che bisogna- 
va dalla maggiore toglier la minore , e divi- 
dere il residuo pel numero delle medie accre- 
sciuto di una unità , lo rdie è chiaramente lo 
stesso poiché ijf numero delle medie è due 
unità di meno del numero di tutt* i termini 
della progressione. , » 5 • 

Dunque la sola equazione « = « ~f- (» — r)d, 
ne offre il risolvimento di quattro problemi 
generali } cioè dà il modo di risolvere il se- 
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guente , che li comprende tutti quattro. Date 
tre di queste quattro cose , il numero dei 
termini di una progressione aritmetica, il pri- 
mo e r ultimo di essi , e la comun differenza 
dei medesimi ; determinare la quarta. 

a 32 . Ogni altra proprietà generale , anche 
enunciata in un modo generale , ne condurrà 
similmente al risolvimento di altrettanti dif- 
ferenti problemi, quante saranno le grandez- 
ze che avran luogo nella sua enunciazione. 

Per esempio , è anche una proprietà delle 
progressioni aritmetiche, che per aver la som- 
ma ili Uiit i termini di utia (jualunquc pro- 
gressione aritmetica , bisogna sommare il pri- 
mo di essi coll’ ultimo , e moltiplicare il ri- 
sultato per la metà del numero dei termini'. 

Così per aver la somma dei primi cento 
termini della progressione -f> x , 3 , 5 , 7, ec. 
di cui il centesimo è 199: a quest’ultimo 199 
aggiungerassi il primo r , e ’l risultato 200 
si moltiplicherà per la metà 5 o del numero 
100 dei termini ; e si avrà 'così 10000, per 
la somma dei primi cento numeri impari. 

Si dimostrerà in un momento tal proprie- 
tà ; ma per non perder di veduta 1* attuale 
oggetto , - se conservando lo stesso superior lin- 
8 ua §tP° » chiamisi di più s la somma di tut- 


( 8 ) 

t’ i termini ; 1* espressione analitica di questa 
proprietà sarà s = ( a + u ) X^. 

Quest’equazione pone in istato di risolvere 
il seguente problema generale , clic ne com- 
prende quattro. Date tre delle quattro cose , 
il numero di tutt’ i termini di una progres- 
sione aritmetica , la somma di essi , e ’l pri- 
mo e V ultimo dei medesimi ; trovar la quarta. 

In fatti , i.° se son noti a , u , ed n , 
l’ indicata equazione esibisce all’ istante il valor 
di s. a.° Se son dati a , u , ed s , per aversi 
n , si toglierà il divisore 3, è si avrà 2 s == 
( a '+ m ) X n ; e dividendo per a u , sarà 


n 


2 S 

— ; — . 3.° e 4 -° Se si sanno a , s 

a~\-u 


ed n. 


o pure u , s ed n , e che si cerca u o pure 

a ; si riprenderà l’equazione f = (a + «)X“ } 

togliendo la frazione , sj ha 2 s = (a + u ) X n\ 

2 $ 

dividendo per n , risulta a + u = — , da cui 
si ha u = — a \ che soddisfa al primo 
problema ; ed a = — u , che soddisfa al 


secondo. 

Ora si dimostrerà la supposta proprietà. 

É chiaro che se si seguita a chiamare a il 

primo termine , e d la comun differenza > 


fr 


i» «u ™ 
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qualunque progressione aritmetica crescente 

si può rappresentar colla seguente -f- a . a -f- d. 

a -j- 6 d , ec. Concepiscasi , che sotto di que- 
sta progressione , facciasi corrispondere termi- 
ne per termine essa medesima , ma in ordine 

inverso , si avrà 

a > a d . a + i d . a + 3 d . 
a-\-^d.a-\-5d.a-\-6d 

f fl + 6 d • 0 + 5 d . a 4 d . a + 
3d.a-f-2*i.<z-f-d. a 
Come queste due progressioni sono uguali, così 
è chiaro che la somma dei termini di una di esse, 
è metà della somma di tutte due^ or se vi si fa 
attenzione , vedesi che i due termini corrispon- 
denti fanno , e deLbon sempre fare una me- 
desima somma , e che questa è quella del pri- 
mo e dell 5 ultimo termine di una di esse ; 
dunque la totalità delle due progressioni si 
troverà sommando il primo e Tultimo termi- 
ne di una di esse , e moltiplicando un tal ri- 
sultato pel numero dei terfnini ; dunque la 
somma dei termini di una sola di queste pro- 
gressioni , si ottien sommando il primo e 
l 5 ultimo , e moltiplicando questo risultato per 
la meta del numero dei termini. «■ 

a33. Gli otto problemi generali , che ora so- 

» 

* 

* 




nosi risoluti, tendon solo a due principj, cioè, 
a quello che si è enunciato (23 1 ) , ed all’al- 
tro enunciato (23a). E poiché la soluzione di 
essi rilevasi immediatamente dalle due equa- 
zioni, che sono l’algebrica traduzione di que- s 
ste due enunciazioni , vedesi come còli’ aiuto 
dell’ Algebra possonsi da uno stesso principio 
: dedurre tutte le verità, che ne dipendono. 

Benché tutte queste proprietà non sono 
ugualmente utili , per altro come esse son sem- 
plici , così sono limito più proprie a ben di- 
mostrare 1’ uso delle equazioni. Per tal moti4 
vo si continuerà ad ^esporre quest’uso , pren- 
dendole ancora per esempio. v • " 

In ciò che sin qui si è esposto , si è con- 
siderata una. sola equazione per volta. Ma se 
due o più equazioni, che esprimono differenti 
proprietà di certe grairdezze , tr-ovansi aver 
di comune alcune di queste , allora con som-» 
ma facilità può-, dedursene un. molto maggior * 
numero di altre proprietà. -Ber esempio le due 
equazioni fondamfhtali delle progressioni arit-- 
metiche , cioè ù = a + f( n i ) d , ed 

' < # : »’• . • ' tf'W 

S = ( a u) X — , han di comune le tre 
* # 

grandezze « ed n. Se in ciascuna di 

$nest& dne equazioni prendesi suceessivamen- 
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■ te il valore di qualunque di queste tre gran- 
dezze, ed indi si pareggiano questi due valori, 
si avrà una nuova equazione nella quale non 
più vi sarà tal grandezza , e che senza l’aju* 
to di questa , esprimerà il rapporto che ser- 
bali tra loro le altre quattro. Per esempio , 
se in ciascuna equazione prendesi il valor 
di a , si avrà a — a — ( n — x ) d , ed a = 

— — ù ; dunque pareggiando , si avrà a — 

( n — i ) d = - — m, della quale equazione 

considerando u , n , d , ed s successivamen- 
te per incognite , si rileveranno , come di so- 
pra , quattro nuove proprietà generali delle 
progressioni aritmetiche. Per esempio , consi- 
derando s come incognita , si rileverà s ==; 

2 n u — n . (n — i) d . \ 

— - , cioè che si può determina- 

re la somma di una progressione aritmetica , 
per mezzo del numero dei termini , dell’ulti- 
mo di essi , e della comun differenza ; poiché 
di queste grandezze e di numeri cogniti co- 
sta il secondo membro di tale equazione. 

Se in vece di eliminare a , si fosse elimi- 
nata u , o n , per ciascuna eliminazione si sa- 
rebbe similmente ottenuta una nuova equazio- 
ne, che avrebbe contenuto quattro delle cinque 


grandezze c considerando sue- - 

cessivamente ciascuna di queste quattro gran- 
dezze come incognita, si rileveranno da ciascu- 
na nuova equazione quattro nuove forinole, che 
sono altrettante differenti espressioni delle gran- 
dezze a , u , n , d , j; delle quali espres- 
sioni ciascuna serba la sna particolare utilità, 
Secondochè nel problema , che si proporrà re- 
lativamente alle progressioni aritmetiche , sa- 
rà nota questa o quest’ altra di tali grandez- 
ze. Per esempio , se si cercherà la somma di 
tutt’ i termini di nna progressione aritmetica, 
di cui sien dati il primo di essi , il numero 
di tutti , e la comun differenza ; in tal caso, 
essendo incognito 1’ ultimo termine , si elimi- 
nerà u , e si avrà un’equazione che contenen- 
do solamente a , n , d , ed s , farà conoscere 
fàcilmente s. 

Da - ciò conchiudesi , che le due equazioni 

. • ' “ \ fg 

U — a + ( n — i ) d , ed s = (a -f- u) X ~ of- 
frono la risoluzione di tutti li problemi, che 
posson proporsi sulle progressioni aritmetiche, 
quando oonosconsi tre delle cinque grandezze 
a , u , n , d , Si • • 

Esibiseansi qui alcune applicazioni delle r progret- 
tioni aritmetiche > % ' . \ ' •••*<*>' T 

fls 
e 

0 ' 
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i34- Suppongasi che si cerchi quante palle di can- 
none contenga la base di un mucchio triangolare di 
queste, il lato del quale sia di sei. 

Facilmente si vede i. p , che il numero delle palle 
di ciascuna striscia parallela al lato che s’inclina sulla 
terra, il qual ne contiene sei, (Jig-z), va diminuen- 
do continuamente di 1 , e riducesi finalmente ad i. 
a.° Che il numero delle strisce è sei. 'Dunque trattasi 
di trovar la somma dei termini di una progressione 
aritmetica di cui il primo è 1 , fi l’ultimo, e 6 il nu- 
mero dei termini. Sommasi dunque il primo i coll’ul- 
timo 6 , e ’l risultato 7 si moltiplica per 3 metà del 
numero dei termini, lo che ne dà ai pel numero delle 
palle della base del mucchio. 

a35. Si è veduto in Geometria, che la superficie di 
un trapezio ottiensi moltiplicando la semisomma dei 
suoi lati paralleli , per 1’ altezza di esso. Una tal pro- 
posizione può dimostrarsi coi principj ora stabiliti per 
sommare una progressione aritmetica. In fatti , può 
concepirsi il trapezio ABDC (Jìg- 3) come composto 
da un infinito numero di trapezj infinitamente picco- 
li , come beili, editi. Ora facilmente si vede, che 
supponendo tutti questi piccoli trapezj della stessa al- 
tezza , ciascun differisce dal suo vicino , sempre di una 
stessa grandezza., cioè del piccolo parallelogrammo 
cefg , col menare ce e bf parallele ad hk ; poiché 
gflri è uguale a bgih , e ede è uguale a beg , in modo 
che il trapezio oditi supera 1’ altro beih , di quanto è 
il piccolo parallelogrammo cefg , il quale sarà sempre 
dell’ istesso spazio, se supporransi questi' trapezj sem- 
pre della stessa altezza. Avverandosi ciò ne deriva 
che tutti questi trapezj costituiscono una progressione 


aritmetica , il cui primo termine è il trapezio contiguo 
ad AB , e 1’ ultimo è il trapezio contiguo a CD ; dun- 
que per aver la totalità di questi trapezj , cioè la su- 
perficie del trapezio ABDC , bisogna riunire i due 
trapezietti estremi, e moltiplicarli per la metà del nu- 
mero di essi ; ma come sonosi supposti infinitamente 
piccoli, così in vece dei due trapezj estremi, pos-' 
sonsi prender le' due linee AB e CD-, e pel numero 
dei trapezj , può prendersi l’altezza IH ; bisogna dun- 
que moltiplicare la somma delle due linee AB e CD , 
per la metà dell’altezza ITI, o pure la semisomma di 
quelle linee, per tutta quest’altezza. Donde rilevasi, 
che se AB è zero , in qual caso il trapezio degenera 
in triangolo, bisogna moltiplicar la base di questo, 
per la metà della sua altezza, lo che si accorda per- 
fettamente con ciò che si è dimostrato in Geometria. 

Del modo di sommar le potenze dei ter- 
mini di una qualunque progressione Arit- 
" •'rhetica. > 

M ; » * 1 • • _ ’ •• ... . •• Ì 

* 'a36: Or •si è veduto che *1 principio stabi- 
lito per sommare i termini di una progressione 
aritmetica aver può alcune applicazioni in Geo- 
metria. Esso può averne anche in varie altre 
occasioni. Per esempio , esso è il cardine del 
modo. di sommare i quadrati , i cubi , ee. dei. 
termini di una progressione aritmetica ; e*l 
modo di sommar tali potenze è ben anche uti- 
le. Vadasi un poco ad 

'••• i % i; . .*• T ,, .. 
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prima è opportuno di far osservare, che quando 
proponevi di sommare una serie di grandezze. 


che crescono o decrescono con una legge co- 


nosciuta ; 1’ oggetto è di determinar la somma 
di tali grandezze , posto che sappiasi alcuna 
di esse , il numero delle medesime , e la gran- 
dezza che esprime la legge del loro aumento, 
o della loro diminuzione. . 

Ver isnodar questo problema , si può come 
per tutti gli altri, fare uso del principio sta- 
bilito (67). Ma come questo principio suppone 
che se sappiasi la grandezza , che si cerca , 
siasi nello stato di verificarla , lo che non può 
farsi senza conoscere almeno alcune delle sue 
proprietà ; così dunque si tenti di trovar le 
proprietà delle serie dei quadrati , dei cubi , 
ec. dei numeri in progressione aritmetica. 

Sien dunque a., b , c., d ec. più numeri 
m progressione aritmetica , dei quali sia r la 
differenza. Si avrà i.° ,£=5=a-f-r,c==ò-f-r, 
d = c + r , e ■= d -\- r. 

a. ® Elevando a quadrato, tali equazioni , 
si avrà 

b y — n* -f 2 a r + 
c’ == b' -f- 2 b r + r*, 
d' — c* -f- 3 c f + r\ 

«' «== d' -f- 2 d r + r*i , 
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3.° E facendo i cubi delle medesime , si 
otterrà 

& 3 = a? -f- 3 a' r + 3 a r* + r 3 , 
é 3 — b* + 3 b J r 3 b r 1 -f- r% 
r/ 3 = c 3 + 3 c’ r + 3 c r’ + r% ‘ 
e 3 = rf 3 + 3rf’r + 3rfr’ + r 5 . 

Ora se somniansi tra esse le equazioni dei 
quadrati, cd anche tra esse quelle dei cubi; 
dopo di aver soppresso i termini uguali e si- 
mili, che troverà nsi nei due membri , si avrà 
f.° e 1 =rt , -f-2flr+3Ìr+2cr-f3r/r + 
4 r' , o sia e* = a' + 2 r (a b -f- c é!) 4* 
4 r’; e vedesi , che se il numero delle gran- 
dezze a , b , c , d , ec. sia generalmente 
espresso con » , T ultima di esse con u , e la 
somma delle medesime con s' , si avrà w' = 
fl’+ 2 r (s'—u) -j- (n— i) r’ , perchè arò 
moltiplicata per tutte le grandezze a\ b , c , ec., 
eccetto 1’ ultima , ed r’ è presa tante volte , 
quante sono le equazioni , o sia tante volte 
meno una , quante son le grandezze a , b , c , ec. 
E poiché tale equazione contiene s' , perciò 
facilmente se ne rileva ilvalor di questa , e 
conseguentemente l’espressione della somma di 
tutt’i termini di una progressione aritmetica. 

u' — a’ — (n — i ) r* 


Tal valore di s 1 è s 1 - 


ir 


+U . 
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w , 
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ft 
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a/ Se similmente si sommano le equazioni 
dei cubi , dopo di aver soppresso le grandez- 
ze uguali e simili, die trovatisi nei due mem-r 


bri , si avrà e* = a 3 -f- 3 a 2 r + 3 b' r -j- 3 c' r 
.+ 3(/*r+3ar , +3ir’ -j-àcr s -f-3</r* 
+ 4 r ì . 

Cioè e , = rt s +3r(a , + 4*+c’ + <**)'+ 
3 r* (a + b -f- c d) -f- 4 r 3 , ove si vede , che 


di tutt’ i quadrati eccetto 1’ ultimo ; che la 
grandezza, che "moltiplica 3r 1 è la somma di 
tutte le grandezze eccetto l’ultima , e clic fi- 
nalmente il cubo r 3 è preso tante volte, quan- 


termine , si avrà generalmente m 3 = a 3 + 3 r 


Dunque conoscendo il primo termine , l’ul- 
timo , la differenza r, e’1 numero dei termi- 
ni , per mezzo di quest’ equazione , si potrà 
avere il valore di s" , cioè della somma dei 


sopra determinata. Se dunque si sostituisce 


la grandezza , che moltiplica 3 r è la somma 


te sono le equazioni , cioè tante volte meno 
una , quante son le grandezze ; per cui chia- 
mando s" la somma dei quadrati , u l’ultimo 


( s " — m’) + 3 r’ (s* — w) -f ■ (n — i) r\ 


quadrati , perchè la grandezza s 1 è stata di 


per s 1 il suo valore , si avrà lì' = a 5 + 3 r. 


(*"-«•)+ 3 r („- , ) r>. 
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o sia 2 7/'= 2 ^ + Gr/ — 6 #• «’ + 3 r wJ|r- 
3 r «’ — 3^» — t)r 3 + 2 (^/ 1 — i) 
/• 3 , da cui colle solite operazioni , si ha 
2 7z 3 — 2 <z 3 + 3 r 7z" + 3 r a 1 + (« — i) 7 ’ 3 

.5 — j 7 

6 r 

Se si fan similmente le quarte potenze delle 
equazioni b = a + /* , c = ^ + r , ec. , 
che si sommano , c che si trattano deli’ istesso 
modo , si troverà in sirail guisa la somma 
dei cubi. Si procederà anche così per trovar 
la somma delle potenze più elevate. 
p a3 Diansi ora alcune applicazioni della 
Somma dei quadrati. 

Se si suppone, che la progressione aritmeti- 
ca di cui trattasi , è la serie naturale ,d c * 
numeri , cominciando dall 3 unità , cioè è i , 
a,3, ec. 

Allor sarà a — i ,r = i , edii = n ; per- 
chè in generale u = a + (n — i ) /’ , c ^ ie 
nel caso attuale diviene u = i -f- n — i 
= ìi. Dunque il valore di s" sarà s u = 

2/7 3 — 2 + 3t7’ + 3 + 77 — I . , .. 277 3 + 3/7 3 + 77 

- — — . cioè .(= 


b 


_ 3 71? + 3 77 +1 (77 + l)(277+l) 

= 77 X =77 X- 

6 0 

Suppongasi ora di voler sapere , quante palle di 
cannone contenga un mucchio quadrato, di cui cono- 
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stasi il numero delie palle di uu dei lati delia base. 
È chiaro., che uu tal mucchio è composto di strali 
paralleli alla base , clic son tutti quadrati il cui lato 
va continuamente diminuèndo di i , a contar dalla 
base stessa ; o pur crescendo di i , contando dal ver- 
tice. Dunque la totalità è la somma dei quadrali della 
serie naturale dei numeri , presa fino al numero n, che 
indica il numero delle palle di un dei lati della base; 


per cui questa totalità è espressa da 


n.(n+i)( 27?-f-i) 
' » 6 


cioè , che per ottenerla , bisogna seguir questa regola 
Il numero delle palle di un dei lati della base , esso 
stesso accresciuto di i , e'I doppio di esso anche ac- 
cresciuto di i , si moltiplichino tutti tra essi ; e'I pro- 
dotto di questi tre fattori , dividasi per 6 ,to sia se 
ne prenda il sesto. Per esempio, se il mucchio qua- 
drangolare ha il lato di 6 palle , in tal caso il nu- 

« ,V| 

mero di tutte le palle in esso contenute , sarà espresso 




6 .( 6 +.). (.*+.) 

da 


o sia da 


6.7. t 3 


O puro da 


7 . 13 , cioè da 91 . 

Quando il mucchio non ha per base un quadrato , 
ma un parallelogrammo, bisogna concepirlo diviso in 
due parli (fg. 4- ) » di cui una è il mucchio qua- 
drangolare ora esposto , e 1’ altra è un prisma di cui 
si valuterà la totalità delle palle , moltiplicando il nu- 
mero delle palle contenute nel triangolo FBG , pel 
numero delle palle contenute in BC. In riguardo al 
numero delle palle contenute nel triangolo BGF , esso 
si avrà moltiplicando la metà del numero delle palle 


* 



/ 



c 
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del Iato FG , pei lo stesso uumero accresciuto di 1. 

a3S. Si è veduto iu Geometria, che per aver la so- 
lidità di una piramide , o di un qualunque cono , bi- 
sogna moltiplicar la superficie della base pel terzo 
dell’altezza. Or tale verità può anche dimostrarsi colla 
formola della somma dei quadrati. Ma bisogna prima 

, uri// «(H -1 ) (*«+') 

osservare, che se nella lormola s'— ; — - 

6 

supponosi, che il numero n dei termini è infinito, essa 

n 3 u*n n 

riducesi ad s ,f =— , o pure ad s"= — — = u *. — , per 

J J o 

essersi già dimostrato di sopr» u = n. In fatti , nel 
supporre che n è infinita, ciò porta per conseguenza 
che essa non pnò ricevere aumento da una grandezza 
finita : cosi affinchè il calcolo esprime una tal suppo- 
sizione, bisogna rigfiyjdar necessariamente, che 
è lo stesso di n , e che an-j-i è lo stesso di in , 


ed in tal caso la formola s "— n ' ^ rida— 


nitrendo in n * in vece di n il suo valore u: 


siderando una piramide come composta di fette parallele 
alla base , queste saran tra esse come i quadrati delle 
rispettive distanze Si dal vertice ( fig. 5 . ) ; dunque 
considerando l’altezza divisa in un infinito numero di 
parti uguali , le anzidetle distanze seguiranno la pro- 
gressione naturale dei numeri , e le fette quella dei 
quadrati di essi ; dunque la somma delle fette si tro- 
verà nell' istcsso modo , che quella dei quadrati : or la 



n 


3 ’ 


so- 


Ciò posto , si è dimostrato ( Geom.. 101. ) , che con- 
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foratola s" =z u*. — dinoia , che bisogna moltipli- 
car l’ultimo dei quadrati, pel. terzo del numero di 

essi ; dunque per aver la somma delle felle , bisogna 
moltiplicarne ultima , cioè la base , pel terzo del 
numero di- esse , Cioè pel terzo dell’altezza. 

*39. Se Attuisi avere la forinola generale per la 
sommaziooé delle potenze ddfe termini di una qualun- 
que progressione aritmetica bisogna osservare , cbe si 
avrà in generale 


m 


e"> — d m -f- m d m — ' r -j- 1 
. m — 1 m — 2 

m. . ■ tl m — 5 r 3 - 4 - ec. 

, a - i 1 

d m — c m -j- m c m — 1 r * 1 

a d r 

• , . . • a " / iti — 1 r 

c m — b m ~ j- tri b M ~" ’r -f-m. b *» —r * r * -}* 


d m ~ * r* -fc' 


’ 'ftk r 2 -{- 


, * 


m — i m — a 


m. 


è « 


_ J 


? 5 + ec. 


m — 1 

b*”— a m -j- ma J" ~ * ;•*■}*«• a" 


* r' + 


m — 1 m 


m. 


— . S * S 


t. s -f- ec. ... 


2 3 

dunque sommando , riducendo , e rappresentando con 
st " ~ 1 , s( « 2 , si m — 3 5 ec , la- somma delle 

potenze m — i,m — 2, m — 3 ,ec. di tutti i ter- 
mini e con « 1 ’ ultimo termine ,■ si a via in generale 

ni — 1 

u m — a m -f- mr ( si" — ■ — u m — 1 ) -f- m. — - — r'- 
(n m ~ • — u m — ’) -j-ec. 
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da qupl cosa rilevasi , che supponendo successivamente 
m == Y , m =r a m r= 3 , >« = 45 ec. si avranno 
le formole della sommazione di tutte le potenze. Poiché 
supponendo m — i , si ha u = a r ( s*° — »u° ) ; ora 
$1°=$', cioè alla somma di tante unità , quanti sono 
» termini , ed u° “ V. In qual modo in vece di si 0 — u°, 
può prendersi n — t. Supponendo m = a, si ha u* 
sfi a® -f- 2 r (st—u ) (st* — n° ) , che dark st 

poiché si sa H valore di st.° Supponendo m = 3 , si 
,gvrh u 3 — a 3 -{- — “* ) -}- 3 r a (si — u) -{- 

r 3 (st° — u°) , che darci sf 1 , poiché si sanno st, ed st." 
rznalatfcute , se supponesi m =*£ , si avrà a 4 _|_ 

4 r ( si 3 — « 3 ) -f- 6/° (.si 1 — u ' 2 ) -j- 4 r3 ( s * — h ) -f- 
ri ( st° — 11° ) , che dark st 3 , perchè son note si’, si, 
ed si", e cosi success^ainente all' infinito. 

2^0. Quando una ^||a si sa trovar la somma delle 
potenze di più numeri ih progressione aritmetica , è 
cosa molto facile di trovar quella di una infinità di 
altre specie di progressioni. Per esempio , se avendosi 
una qualunque progressióne aritmetica -f 3 . 7. 11. i 5 . 
19. cc. , si immagina, ciré se ne sommano successiva- 
mente i termini , si formerà la serie 3 , 10, ai, 36 , 
55 , ec. , che può sommarsi. £ se di questa anche si 
sommano i termini , si avrà la serie 3 , i 3 , 34 , 70, 
ia 5 , ec. , che può parimente sommarsi 5 lo stesso av- 
verrà dei termini di questa , se sommansi in pari gui- 
sa , e cosi all’ influito. 

In fatti , la Somma dei termini della progressione 
aritmetica è s = ( a-{-u ) X — 5 o sia s =: [ ( 2 a 

-f- r. (« — i)J X ~ j se in vece di u sostituiscasi il 
suo valore u == a -j- r. (ji — 1). Dunque questo valor 
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di s esprime un qualunque termine della seconda se- 
rie. Sicché per aver la somma dei termini della se- 
conda serie, bisogna sommar la serie delle grandezze, 

w n 

che si ottengono da [ 2 . a -|- r • (« — r sostilucn- 

do successivamente per n tutti i numeri della progres- 
sione naturale 1 , a , 3 , ee. Or quésta grandezza ri- 

ducesi ad an >4- — n , nella quale a ed r re- 

- 2 2 

stando sempre le stesse , qualùnque siasi. il valore , che 
si da ad » è chiaro , che per sqmlnare tutte le gran- 
dezze espresse da an ,£hasla di sommar quelle dino- 
tate da n , ed indi moltiplicar» una tal -somma per a ; 
ora la somma delle grandézze espresse da eia som- 
ma della progressione aritmetica dei numeri naturali. 

r 

Il ragionamento è lo stesso per-J^T In riguardo ad — «*, 

poiché r rimane la stessa qualunque sia il nùmero , 
che si sostituisce per n , perciò si sommeranno tutte 
le grandezze espresse da n 2 , cioè si prenderà la som- 
ma dei quadrati dei numeri naturali , e si moltipliche- 
rà per — • Così per la somma delle grandezze an , si 

n r* 

avrà a. (n+ \) . — ; per quella delle grandezze - «, 

T ft tt * 

si avrà — . 0+ *)• — ; e per quella delle grandez 
2 


ze — n 1 , si avrà — 


r arc 3 -{-3 ri 1 -|- n 


; in modo che 


2 ’ 2 6 ^ 

, r r r 

la somma delle grandezze an - n* — - n , o sia 

la somma dei termini della seconda serie , sarà 


0 .* 


**• 
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. n r n i»3 4- 3«* -}-/i T » 

“•(*+0- J' + 1 ‘ ò ("+0-- » cl »e 

. , , , s n { (*— >)■«•.(«+ 0 

ridiicesi ad o.fn+i.). f- r. ; ; e 

v ' a 6 

poiché ciascun termine della terza serie è la somma 
dei termini della seconda, perciò la terza serie si som- 
merà col sommare le differenti parti di quest’ ultima 
risultato , il quale esigerà. anche le soinmazioni delle 
potenze della serie naturale dei numeri, e cos'i all’ in- 
finito. Se supponesi a = ì , ed r = i , cioè se la pro- 
gressione primitiva è la serie dei numeri naturali, le 
progressioni di cui trattasi alidamente , divengono in 
tal caso ciò che chiamasi i numeri figurati. Per mezzo 
di quest' ultima forinola appunto , puossi ritrovare il' 
numero delfe palle di un mucchio triangolare ; e co-; 
me in tal-caso si ha ed r=i , cosi essa ri- 

duci ad 1±-'.1±2. 

2, ó 

Similmente posson sommarsi le serie, che si forme- 
rebbero , riunendo nello stesso modo la serie dei qua- 
drali o quella dei cubi , eo. In una parola , nell’ i- 
stcsso modo può sommarsi ogni Serie di grandezze , 
della quale un qualunque termine sarh espresso da 
quante vorransi potenze perfette di unq stesso numero 
n , essendo di piò tali potenze moltiplicate da qual si' 
vogliano numeri cogniti, o 
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Le Proprietà e gli usi delle Progressioni 
geometriche. 

2 i .* Con un mclodo analogo a quello , che 
si è impiegato per sommar Impotenze dei ter- 
mini di ima progressione aritmetica , può an- 
che trovarsi la somma dei termini di una 
progressione geometrica. 

Suppongasi , che a , b , c , d , e , ec t sieno 
i termini consecutivi di una progressione geo- 
metrica crescente , la cu* ragione sia q. Poi- 
ché ciascun termine contiene q volte il pre- 
cedente , perciò avransi le segmenti equazioni 
y , ù = bq, d = cq* e ■== dq , ec. ; le 
quali Sommate , esibiranno b + c + d •+• e 
(a + £ + c + d)<jr, nella quale equazione 
generàlirienfé Védesf, che il pyimo membro 
sarà Sèmpre la somma di tutt’ i tèrmini , ec- 
cetto il prfano , ed il secondo sempre la quan- 
tità q moltiplicata per la somma di tuli’ i 
termini 4 eccetto 1’ ultimo. Dunque se dila- 
niasi s la sóirinàa di tutfc’ i termini , ed u P ul- 
timo , una tale equazione si muterà in i — 
a — (r — u) q = qs — qu , da cui si ha qu — 

a = qs — s =' (q — i ) s ; e quindi s «, 

\ • 

Colia qual formola si ha la somma di lutt’ r 
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termini , se sansi il primo è l 5 ultimo di essi , 
e la ragione. 

La stessa forinola può anche servire per le 
progressioni decrescenti , perchè queste prese 
in ordine contrario , divengono crescenti; con- 
verrà solamente péro' chiamar primo termine , 
P ultimo ,* ed alF opposto. 

Se la progressione decrescente si estendesse 
all’ infinito , allor la formola della somma si 
qu 


ridurrebbe ad s 


(fr-l 


dinotandosi con u il 


primo termine. In fatti , in questa specie di 
progressioni , essendo infinitamente piccolo 
F ultimo termine * esso togliendosi da qu w 
non ne altera il valore ; e perciò qu — a equi- 
vale alla sola grandezza qu. 

Vedesi dunque, che per aver la somma di 
tati ’ i termini di una progressione geometri- 
ca , bisogna moltiplicare il massipio termi- 
ne , per la ragione (*) della progressione , 
da tal prodotto toglierne il minimo , e dii 
videre il residuo per la ragione diminuita di 


(*) In generate intcndesi per ragione il quoto di un qua- 
lunque termine della prcgressionc , diviso per l’ immediata- 
mente minore-; dal che ni comprende , che una tal definizione 

, il 

cotnpelc sì alla- progression decrescente , che alla crescente. 
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una unità ; in modo che , quando la progres- 
sione è decrescente all* infinito , riduccsi il 
tutto a moltiplicare il massimo termine per 
la ragióne , ed indi dividere il prodotto per 
la ragione diminuita di una unità v Così la 

somi ‘Ut questa progressione munita - : 



X* 


j * « * 

4 : f : 1 6 : 3"a ’ 


ec. e 


2 — 1 


: i ; lo sles- * 


so è dèlia somma dei termini di quest’ altra :: 

— : — : - : y , cc. , la cui ragione , conside- 
3 9 27 01 7 7 0 

^ 2 

randola come crescente , è 3 , poiché — divi- 
so per — , ne dà 3. In fatti la somma dei 

. J xt 

termini di una tal progressione c - — ■ — 

1 . In generale, qualunque progressione 
2 ’ * 

geometrica decrescente all’ rifinito , di cui 

ciascun termine ha per costaitc numeratole 

un numero , che è minore del d nominatore del 

primo termine di essa per unaunita , vale x . 

Poiché una tal progressione < generalmen- 


te espressa per 7^7 : 


( 3 » ) 




ri 


r, cc. , la cui .somma e 


X("+ 1 )' 


. "+* 


= I . 

: <- y n , 

Se una tisi conthiiisione sembrasse ad alcune me* 

„v 

ruvigliosa , facciasi attenzione , die se per esempio , 
dopo di aver preso i - della retta AB che 

J 

,/ - 

^supponendosi di ì piede , prendesi succcessivamente 
Cd , ebe sia i due terzi della restante porzione CB , 

poi i - della restante porzione dB , indi i - della 

3 3 

restante porzione eB , c così all’infinito, non si sarà 
inai esaurito più di jfB, Lo slesso accaderù se pren- 

3 , 

donsi da principio i tre quarti di u 4 B , poi i — di ciò 
che rimane, e cosi all’' infinito. Or ciò n’esprime la 

* . 2 2 » . , 3 .2 

progressione — . — , ^ , ec. , poicne — sono i -g- 

1 2 .21 

di — ì sono ì — di — ■ , e cosi successivammte. 

3 ’ 27 3 9 

ir* - - 

342. Si è osservato ( s/rit. ara.), die un' 

' , 

qualunque termite di una progressione geo- 
metrica , si comioneva dal primo moltiplicato 
per la ragione «levata ad una potenza , il cui 
grado era disegnato dal numero dei termini 1 
precedenti a qtello di cui tratta vasi. Dunque 
se chiamasi «il primo termine , u un altro 
qualunque, 77 il nunlero dei termini lino ad 
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u , e q la ragione , sar# u — aq n ~ 1 ; e come 
in tale equazione vi han luogo quattro gran- 
dezze , così posson dedursene quattro formo-? 

, le , che serviranno a risolvere il seguente 
generai problema. Date tre delle quattro se- 
guenti cose , cioè il nùmero «ei termini di 
una progressione geometrica, il primo, l'ul- 
timo , e la ragione ; trovar la quarta. Poiché 
i . 0 F equazione esibisce immediatamente il va- 
lor di «. 2. 0 Facilmente si troverà , chea = 

'U ' * n—i m '® 

-- . e 3 .° pel (171) risulterà q = ]/~ — . 

Su di che si osserverà , che quest' ultima equa- 
zione contiene la regola , che si è fissata in 
Aritmetica per istabilire quante medie propor- 
zionali si vogliono tra due grandezze date. 
Tali grandezze qui sono a , ed u. Ma per 
avere la ragion q , che regnar deve nella pro- 
gressione , vedesi qui , che bisogna dividere 
la maggior grandezza u , per la minore a , e 

dal quoto— estrarre la radice del grado n — 1 ; 

ora essendo n il numero di tutti i termini , 
n — 1 è maggiore del numero delle medie per 
una unità; lo che conviene colla citata regola. 

Riguardo al modo di avere n nell' equa- 
zione u=aq*-' y l’Algebra non somministra 


t 
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mezzi diretti ; ma, pjiò risolverla facilmente, 
benché indirettamente , Spiegandovi i loga- 
ritmi. Si è osservato ( Arit. 229. ) che per 
elevare ad una potenza per via dei logaritmi , 
bisognava moltiplicare il logaritmo della gran- 
dezza , per riponente di tal potenza. Così 
rappresentando con L 1 ’ espressione Logarit- 
mo di , in vece di La 2 si potrà prendere 
2 La; per Xa 3 ,. prendere 3 La; per La” , pren- 
dere n La. Dunque rammentandosi , dhe per 
Moltiplicare per mezzo dei logaritmi , bisogna 
sommare i logaritmi dei fattori , e che per 
dividere bisogna , ai contrario , sottrarre dal 
logaritmo del dividendo , quello del divisore ; 
nell’ equazione u=aq"~ Lu = La -j- Lq n ~ 1 
= La + {11 — 1) Lq ; dunque trasponendo, 
(n — 1) Lq = Lu — La ; e dividendo per Lq , 

Lu — La „ . Lai — L a 

11 — 1 = — ; , e finalmente n— — ; h 1 • 

Li/ ’ Lq 

Per esibire qualche applicazione di ciò suppongasi, 
che siasi impiegata una somma di 60000 lire ad un de- 
naro per ogni venti denari , cioè al cinque per cen- 
to con patto , che gli interessi , che in ogni anno 
produrrà tal somma, sicn considerati come un nuovo 
fondo , che ugualmente [produrrà interesse , e così di 
anno in anno / fin '"clic il fondo sia montato a lire 
j 000000. Dimandasi quanto dovrà aspettarsi per ot- 
tenere quest’ ultima somma. 

Poiché in questo caso l’ interesse è ^ del fondo 
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dell’anno precedente, al termine 4 dj qualunque an- 
no, il Tondo sarà uguale ’a ^quello dell’anno prece- 
dente , più la sua ventesima parte ; cosi se si rappre- 
sentano con a , b , c , d , e i successivi fondi di arino 


?n anno , si avrà & = n-1 a , c — b A- — b y 

d=c-|-~ c-, e = d- )- — d: ciocT= a X (1+ — ) , 
1 "" 1 20 r ‘ 20 ' 


20 


20 

1 


c—b X (1 + - ),rffae xr ' + -), e = d X(i -f ~ ) 5 


20 ' 


20 


vedesi dunque , clie ciascun fondo contiene quello 
che lo precede, sempre il numero di volte disegnato 


1 2 1 

da 1 -| — ■ , o sia da — . La serie di questi fondi co- 


so 20 

stiluisce dunque una progressione geometrica , di cui 
il primo termine a , è 60000 lire ; 1’ ultimo u , è 


21 


1000000 di lire j la ragione 9, è — 5 e ’l numero dei 


20' 


termini , è incognito. Sicché questo si troverà sostituen- 
, Lu — La 

do nellaformola'n= - [- 1 , in vece di a, u , e a 

Li/ 


i valori di esse , lo che darà n = 


Zioooooo — Z60000 


21 


20 


Z1000000 — Z60000 21 

1 = T ~~ — m h *•> (per essere L— ~ 


Li 1 — Lio ' ' ' 1 20 

-L21 — Lio ) ; or nello tavole trovasi Z1000000 
==3 6,0000000 5 L 6 oooo== 4,778 » 5 1 3 ; Li\ == 
r, 3222193 , Lio = i, 3 oin 3 oo; dunque si otterrà 
6,0000000 — 4,778 1 5 1 3 1,2218487 

" :+ ■= + 1 


1,3222193 — i, 3 oio 3 òo 


0,02-1 i 8 y 3 

♦ , 


IP 


■* 


^ 








vi 
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= 57*7 ~j" 1 =38,5-, presso,* poco"; cioè, ehe ii 
fondo di 60000 , monterà a Ìn%*fo®oooo , a capo di 5$ 
1 * * 

armi ed 8 mesi — ad un di presso. 

Sf &,.% 

Poiché ( Aritm. aoo. ) per estrarre, col mézzo d«£ 
logaritmi , una indice di un dato grado, bisogna dividere 
il logaritmo del® grandezza , per l’ esponente; perciò 
si può , ccl mezzo dei logaritmi , risolvere, facilmente 


in numeri , 'l’equazione q = 2 . j perchè si arra 


a Tu — La _ , 

La = = . Se ciò vuoisi applicare ad 

un esempio , basterà nel caso precedente ricercare qual 


. 7 

dovrà essere l’interesse, affinchè in anni 58 — , il fondo 

io 

■v 

di 60000 lire, montasse a quello di lire 1000000. Or 
qui si ha a — 60000 , 11=1000000, 71 = 58,7: dun- 
que impiegando i logaritmi delle Tavole, si avrà £9 = 

6,0000000 — 4i778i5i3 1,2218487 

= 3 7 ;-- = o, 02,1757; que- 
sto logaritmo corrisponde nelle Tayole , quasi quasi 
ad i,o 5 oo, qual numero ridotto in ventesime, ne dà 
2 1 , -dalj che si conchiuderà , che l’ interesse quasi 

quasi c — « . 

20 

Da ciò vedesi , come tra due numeri dati , possami 
col mezzo dei logaritmi, facilmente frapporre piu me- 
die geometricamente proporzionali. 

. L’ equazione s = ■ ■ * , darà anche 
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quattro equazioni , che serviranno a risolvere 
questo problema generale , date tre di queste 
quattro cose , il primo termine , 1* ultimo , la 
somma , e la ragione di una progressione geo- 
metrica , trovar la quarta. Ciò c molto facile 
presentemente , e non merita il trattenercisi. 
Finalmente se da una delle due equazioni 


s = \ / _ t ■> CC 1 11 ~ af f ~ > s i rileva il valore di 

qualunque delle grandezze o q, o tz, ec., 
il quale si sostituisce nell’ altra ; si avranno 
le altre equazioni , che possono servire a ri- 
solvere il seguente problema , anche più ge- 
nerale ; date tre delle cinque cose , il primo 
termine , 1’ ultimo , il numerò di essi , la ra- 
gione , e la somma di una progressione geo- 
metrica ; trovar ciascuna delle altre due. 

Della sommatone delle scric ricorrenti. 

244- Chiamami serie ricorrenti quelle , delle quali 
un qualunque termine si forma coll’ addizione di un 
certo numero di termini precedenti , moltiplicali o di- 
visi per certi numeri determinati, positivi, o negativi. 
Per esempio, la serie 2 , 3, ir) , tot , 543 , ec., c 
ricorrente, perchè ciascun termine è formato dai due 
precedenti , dei quali il primo è moltiplicalo per 2 , 
il secondo per 5 , dei quali prodotti si fa poi la som- 
ma 5 543~ ir) X 2 -f- tot X 5, similmente = 
3X3+19X5. 




( *4 ) 

Tali serie posionsi sommare in un modo analogo a 
quello impiegato di sopra , basterà esibirne un esempio 
su di quelle, la cui legge dipende da due sole gran- 
dezze , come appunto è quella recata per esempio. 

Sien dunque «, b, c, d , e, /% ec. varj termini 
formati con tal legge , clic ciascuno sia composto dalla 
somma def due precedenti , dei quali però sia prece- 
dentemente il primo moltiplicato per un dato numero 
m , e ’1 secondo per un dato numero p } si avrà dun- 
que questa serie di equazioni: c — ma -j- pb , d—rnb 
pc , e — ine -j -pd, f— md — J— /re , cc. Dunque som- 
mando questa serie di equazioni , si avrà C -j- d -{- e 
+/+ ec- —m (a -\-b -j-c + d) -f p (b +c -}- <i + c) ; 
ora il primo membro è la somma di tutti i termini , 
eccetto i due primi : il moltiplicatore di m , nel secondo 
membro , è la somma di tulli i termini , eccetto i due 
ultimi j e finalmente il moltiplicatore di p , è la som- 
ma di tutti i termini , eccetto il primo e l 1 ultimo ; 
dunque chiamando s la somma di tutti i termini , si 
avrà s — a — b — m (s — e— f) -f- p(s — a — /), da cui 

si rioava .s = : ■> che dara 

m -j- p — 1 

la somhia , quando si conosceranno i due primi ter- 
jnini , i due ultimi , e di più le grandezze m, e p. 

Si potrebbe anche introdurre nel calcolo il numero 
dei termini.} ma a tal uopo bisognerebbe cercare la 
generale espressione di un qualunque termine , per 
ipezzo delle grandezze a, b , m , p, e del numero n 
dei termini ; ma questa ricerca per tutte le specie di 
6erie ricorrenti , menerebbe troppo a lungo. 
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Delhi Costruzione geometrica delle Grandezze 
algebriche. 


245 . Essendo grandezze le linee , le super- 
ficie , ed i solidi , su ciascuna di queste tre 
specie di estensione , possonsi fare le stesse 
operazioni che fansi su dei numeri e delle 
grandezze algebriche. Ma i risultati di queste 
operazioni possonsi in due principali modi va- 
lutare , cioè o in numeri , o in lince. Sup- 
ponendo nel primo modo , che ciasquna delle 
grandezze date è espressa in numeri , non può 
aversi presentemente alcuna difficoltà : poiché 
non deve farsi altro', che sostituire in 'luogo 
delle lettere , le grandezze numeriche, che ^se 
rappresentano , ed indi eseguir le operazióni , 
che vengono indicate dalla disposizione dei 


segni e delle lettere. 


In quanto al modo di valutare in linee i 
risultati delle soluzioni , che 1’ Algebra ha esi- 
bito , esso è fondato sulla conoscenza di ciò , 
che significano certe espressioni fondamenta- 
li , alle quali rapportansi in s.eguilo tutte le 
altre. Si anderà dunque a far conoscere le 
prime , ed indi -si farà vedere coinè vi si rife- 
riscono le seconde : quest’ artifizio appunto h 
ciò , che dicesi costruire le grandezze algehri- 
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che , % sia i problemi , che han condotto a tali 
grandezze. 

246. Se debbasi costruire una grandezza come — * 

in cui a ,b , c , indicano rette cognite : si tireranno 
(fig- 7 - ) due rette indefinite AZ , AX, sotto un qua- 
lunque angolo. Su di una AX di tali rette , si pren- 
derà la parte AB uguale alla retta espressa da c^'tpoi 
l’ altra parte AD uguale all’ una o l’ altra delle due 
a e b , per esempio ad a ; indi sulla seconda AZ , si 
prenderà la parte A C uguale alla retta b. Si congiun- 
geranno i punti B e C colla retta BC , pui dal punto 
D si menerà la parallela DE ; questa determinerà su di 


ab 

AZ la parte AE equivalente al valore di — . Poiché 
• * • c 

j( Geom. 102. ) le parallele DE e BC offrono 1 ’ ana- 
logia AB". AD II AC: AE , cioè c : a " b : AE , 

, ab -/■ 

dunque { Arti. \ 79.) AEz=—. Dunque per costruire 
ah , , ' 

la frazione —, bisogna ritrovar la quarta proporzionale 

in ordine alla retta che rappresenta il suo denomina- 
tore , ed alle altre due che denotano i fattori del suo 
numeratore. 

. . aa 

Perciò se deve 'costruirsi — , converrà in ordine a 

c 

c ed a ritrovar la terza proporzionale 5 riducendosi que- 
sto caso al precedente. 

. . , ab -j- bd 

Se devesi costruire ^ ^ • , si osserverà, che que- 

jg . t (a-4-d)X ^ 

sta frazione e la stessa di ; — -, — , or la retta som- 

c rj- d 




.V- 
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ma di a e d, o sia l 1 equivalente di a-^-d , chiamisi 
m , e chiamisi n 1' equivalente di e -J~ d 5 cosi la pro- 
: mi 

posta frazione si ridurrà ad — , che si costruirà come 

nel caso precedente. 

a* — i J 


Che se abbiasi - 


, si rammenterà, che a’ — b * 

* » - • -, 

è <Jz5) lo stesso di (a -j- i) X (« — i) j per cui chia- 
mando m ed n rispettivamente queste somma, e difle- 

renza , -la frazion proposta verrà esprèssa da , elio 

si costruirà come sopra. 

... «ic 

Se la frazione da costruirsi è — — , si metterà essa 

de 

ab c ab 

sotto questa forma ^ X — costruiscasi — oome qui 

sopra , e ’1 risultato chiamici m\ allor sarà ^7 X — — 

d : e 

m X — — — , che anche- sf^costruirà come disopra.' 


a’ b 


Vedasi dunque, clic per costruire - — p, 'converrà syi- 
«’ b 

lupparla in — e rappresentandosi cou m il risul - 

tato, clic si ha costruendo — , verrà quella frazione a 

. b t mb * • ; '' 

ridursi ad m X , o sia ad — , che si costruirà co- 

fi c 

me al solito. 

Cosi tutta 1’ arte consiste in iscomporre la proposta 
frazione in parti tali , che ciascuna riducasi all» for- 
ai «’ \ . , ■> 

ma o ~ , e benché ciò possa sembrar ditìjcilc in al- 



J 
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cuoi casi , pure vi si riuscirà facilmente , impiegan- 
dovi alcune, trasformazioni. ' > 

a? -j- A 3 

Per esempio , se debba costruirsi | ' c ~’ *' SU P* 

a s -|i-A 3 , 

porrà b* — a 1 m , e c’ = an : allora-- .—,, si mute- 

. «’ + a’ m '-(a («-f m) X a 

ta ** ~{n-fn)Xa“ a n ’ gr * n ‘ 

dezza facile a costruirsi per quel , che di sopra si è 
esposto , se . però sansi m ed n. Ora per conseguir 
ciò ricórrasi alle supposte equazioui A 3 r= a 1 m , e 

A 3 

c* s — an $ e dalla prima si avrà m — — ', e dalla se- 


conda , rt — — , che cOstruiscoDsi tfoi superiori metodi. 

Cosi la costruzione di ogni frazione razionale, cioè, 
die non contiene radicali, riducesi scmpi e a ritrovare 
la quarta proporzionale ftr ardine a tre rette date ; se 
però il numero delle dimensioni del numeratore , è 
di una sola unità maggiore di quello delle dimensioni 
del denominatore. 

Accade qualche volta, che le grandezze offronsi sotto 
di una forma , die sembra rendere inutile il soccorso 
delle trasformazioni : ciò addiviene quando la grandezza 
non è omogenea; cioè quando ciascuno de 1 termini del 
* numeratore, o del denominatore, none composto dello 
stesso numero' di fattori , per esempio quando la gran- 

dezza è come questa — ^ - - . Ala bisogna osserva- 
te , clte allor si giunge ad un simile risultato , quan- 
do nèl éorso del t calco!o ( a fin di renderlo più sem- 

A. 

. ..' vi' ,s> 


• 

/*. • i 
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plice ), si è supposla qualche grandezza uguale .all’ uh 

. . „ . + c . , 

ulta. Ter esempio, se m • a - , suppone** u = i , essa 

a -f- c 

n 3 j Q 

si ridurrà ad r . Ma còme non mài si può in- 

u + c ’ - . - 

traprendere- di costruire, senza conoscer gli elementi, 
che impiegausi a quest’ qggelto, così in qualunque caso, 
sempre si sa qual’ è quella grandezza :ì che si è suppo- 
sta uguale all’ unità ; si potrà dunque sempre resti- 
tuirla , in qual cosa non deve&i difficoltà , alcuna in- 
contrare , perchè dovendo i termini del numeratore esi 
ser tra loro dello stesso numero di dimensioni,,, come 
pure quelli del denominatore tra-lorp, ( benché uu tal 
numero possa esser differente, considerando! termini 
‘ del numeratore, relativamente à quelli del denomina- 
tore ) , si restituirà in quei termini dove, bisogna , tal 
potenza della retta che si è presa per unità, qual con- 
viene per* completare il uitraero delle jliJueasioiùg 


cosi se 


devesi costringe h*t azic 


n 3 — (— /» — } -c 1 


>'SUp- 


e 


, azl0Be 

ponendo , cb< d è- la retta presa per unità , si seri-' 
a 3 -f bd’ -feM 

vera i — p: — , che si costruisce facendo b *' 

ad -|- » - 

= dm, c 3 = dre, ed a} — d 1 p , lo che la muta in 

d’p-j- Ad 3 -j- d’ n é'p-^-T)d-\-dn J (p— j— A — }— n)d 

ad-\-drn\ «r."» ^ a m \ 

dezza facile a costruirsi , posto che siensi costrutti i 1 

. i b\ Ct- a 3 

valori di m, n , e p, cioè m = = ,p~ — ,clie 

- . . » „ „ . “ d a .*! 
essi stessi son facili a costruirsi , in seguito del già 

detto di sopra. * ^ 

In lutto ciò , che' finora si è detto si è supposto, che 






Sigitized by Google 


* 


. » 

\ IS 


* 


4 


( 40 ) 

il numero dei fattori, o sia delle dimensioni di ciascun 
0 termine del numeratore , è maggiore per una sola uni- 
tà , di quello delle dimensioni di ciascun termine del 
denominatore. Ma può esserne maggiore per due, ed 
anche per tre unità, e non mai per più, eccetto che 
non siasi supposta qualche retta uguale all’ unità , o 
che alcun dei fattori non rappresenti qualche numero. 

247. Quando il numero delle dimensioni del nume- 
ratore della, proposta grandezza , sorpassa quello delle 
dimensioni del numeratore , di due unità 5 allora tal 
grandezza esprime una superficie , la cui costruzione 
può sèmpre ridursi a quella di un parallelogrammo , 
cd anche di uu quadrato. 

Per esempio, se debba costruirsi la frazione ° ^ 

. a -j- c 

. . , , ' ' «’ -f -ab a* -(- ab 

essa si considererà come a X ; ; ora fa- 

*-r C 7 a -j-c 

cilmente si costruisce per i metodi superiori^ conside- 
a-\- k» 

raudola' come a X - , dunque supponendo, che m 

* •» 

è il valore della retta ottenuta da tal costruzione , 1‘ e- 
. fl 1 ■)" ob , 

«pressione a X ; in tal caso si ridurrà adaXm; 

a — f- c > 

quindi anche ^ | ^ “a X m 1 cioè alla superfìcie 

di un parallelogrammo , di eui a è l’ altezza , ed m 
la base. , 

Ad una simile costruzione si ridurrà anche la gran- 
a 3 -f- bc % -1- d 3 

“C* 23 —~r -, facendo bedani, e d 3 =a/j; 

a * 4 - c ' 

. , V .. .. a 3 4- amc + 

poiché essa alletta diverrà — : 1 - — = a X 

a + c . 




. ■ Digitizpd.by Google 


( 4 « ) 

a’ + me 4- nd ' a 1 4- me -i-nd 

— ; . Ora il fattore , edi va- 

a-\-o a-j-c 1 

lori di m ed - n si rapportano alle precedenti costruì io- 
ni , dunque chiamando p il valore di tal fattore , la 

a 3 -Jr- bc* d 3 , 

costruzione di ; si ridurrà a quella di 

’ a-{-c. 

a X p , cioè ad esibire un parallelogrammo di cui a 
è l 1 altezza , e p la base. 

n48. Finalmente se il numero delle dimensioni del 
numeratore , eccede di tre unità quello delle dimen- 
sioni del denominatore^ in tal caso la grandezza espri- 
me un solido , la cui costruzione può sempre ridursi 
a quella di un parallelepipedo. 

r. , (fb-k-a'b* , 

Jrer esemplò , se devesi costruire *-r- , S» 

• 1 a ■q- c . 

o* -4- ab 

considererà tal grandezza sviluppata in abX , ■ j ~ } e 

chiamandosi m la retta risultante dal costruire — — 

• a-f-c 

, . . , ' a 3 ò-f-a J b * 

colle superiori regole , la proposta si ridur- 

- , . . a -j- c 

rà ad ab X m ora ab , come già si è veduto , rap- 
presenta un parallelogrammo ; dunque ab X n* o sia 

fl 3 b 4 , 

-j- esprime un parallelepipedo , di cui il pa- 
rallelogramo »aò ne dinota 11? base, ed m l'altezza. 

249. Il già detto fin qui , basta per co- 
struir qualunque grandezza razionale. Si con- 
siderino ora le grandezze radicali del secon- 
do grado. . 

Per costruire ab , bisogna (Jig- 8 .) me- 


/ _ 
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nare una retta indefinita AB , sulla qttklp si 
prenderà poi la parte AC uguale alla retta 
a , e 1’ altra CB uguale alla retta b : su di 
tutta AB come diametro , si descriverà il se- 
micerchio , che ne incontra in D la perpendi- 
colare CD condotta da C su di AB ; sarà 
allor CD il valore di ab ; cioè (Geom. r aG) , 
che pct avere il valore di ab , bisogna pren- 
dere la media proporzionale tra le due rette 
dinotate da a e ; in fatti si sa (Geom. 120 .) , 
che AC : CD : : CD CB , 0 sia a : CD I : 
CD : b , dùnque CD 2 = ab., e quindi CD 
= Vab. 

Da ciò vedesi qual regola dee tenersi, per trasfor- 
mare in quadralo una qualunque superficie: se trattasi 
di un parallelogrammo , di cui è a 1’ altezza , e b la 
base, ■cliiaraandoèi x il lato del chiesto quadrato , si 
avrà x 2 — ab , e perciò x = \'ab , si prenderà dunque 
la media proporzionale tra la base e 1’ altezza di quel 
parallelogrammo.. Se trattasi di uu triangolo , che si sa 
( Geom . i4o.) esser la metà di un parallelogrammo della 
stessa base ( e della Messa altezza , si prenderà la me- 
dia proporzionale tra la % se e la metà dell’ altezza, o 
tra P altezza , e la metà della base. 

Se trattasi di. un cerchio, $i prenderà la media pro- 
porzionale trai raggio c la .semicirconferenza ; e se 
trattasi di una qualunque figura rettilinea , come si sa 
(Geom. i43.) che' essa è riducibile a triangolo , cosi si 
ridurrà la stessa facilmente a quadrato , prendendo la 
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inedia proporzionale Ira la base , « la meta dell’ altezza 
di ‘tal triangolo. 

Ma se la figura non è costrutta , ed abbiasi la sua 
sola algebrica' espressione derivante da qualche sua di- 
mensione , allor si'cestruiik 'come le grandezze che ór 
vannosi ad esporre. ' % 

Se si ha y ( 3 a/> tal grandezza si svilupperà 

in y £ ( 3 e-j-f>)X òj ; si prenderà dunque la media 
proporzionale tra -f- b , e b. 

Parimente, se si ha y (a 1 — si svolgerà essa 
irf y [ (n-f b) X ( a— b)](a 5 ) ; così si prenderà la 
media proporzionale tra a -(- b ed a — b. Se si ha 
y (a’ -| ~bc), si farà ' io ora, ed allor si avrà 
y(a 3 -f-o/n), o sia y f'(o-j-m) X a. J ; si prenderà dunque 
la media proporzionale, tra; a -J - m ed a, però dopo 

bc 

di aver costrutto il valor di m — -* , Seguendo le su- 
ri D 

periori regole. 

Per costruire V(«’ + b') si potrà anche far 6’ = am 
e costruire y (a* ^ am) secondo ciò che si è detto'-. Ma 
la proprietà del triangolo rettangolo (Geom. 164.) ne 
somministra la seguente. più semplice . costruzione : si 
tira la retta AB ( Jlg. 9. ) uguale alla retta a, dal cui 
estremo A su di essa si eleva la perpendicolare X £7 ugua- 
le alla retta b >5 allor congiuntici? Gy si avrà con essa il • 
valore di V («■'+ b') in fatti poiché il triangolo CAB 
è rettangolo , si ha (Geom. 164.) (BC)' ~ (AB)' 
(^G) s ==<!*+#•. dunque BC = y (à' +!>')■ 

Per mezzo del triangolo , può 'anche costruirsi 
V (° 3 — ^*) diversamente da ciò che di sopra si è fatto. 

A tal uopo , si (fig- 1 >* ) la retta AB = a , 



* ( 44 ) 

e descritto su di essa , come diametro , il semicerchio 
ACB , in questo dal punto A si applicherà la cordi 
* AC = b ; allor condotta BC , questa sarà il valore di 
y (a’ — &’) ; perchè essendo il triàngolo ABC rettangolo 
{Geom. 195.) , si ha (BC)* ~{A&)' — (AC)'-=za* 
— b* - 3 dunque BC — \ (a’ — ft’). 

Dunque può anche costruirsi Jf (a? + bc) 
diversamente da quel* che si è praticato più 
sopra , regolandosi nel seguente modo ; cioè 
col fare bc = to' 2 , e costruendo V~ (a? -J- ni 2 ) 
come si è già detto ; a quale -oggetto si der 
terminerà prima m col prender la media pro- 
porzionale tra b e c , come appunto vien di- 
notato dall* equazione bc = m 7 , che esibisce 
m = bc. 

Se sotto del radicale soUovi più di due 
termini , la costruzione per mezzo delle tra- 
sformazioni , si condurrà .sempre ad alcuno 
de’ precedenti metodi. Per esempio , se si ha 
ì 2 -j - bc-\- ef ), si farà bc — arn , ef — an, 
così il proposto radicale si commuterà in 
( a 7, -f- am + an ) o sia in questo 
[ ('* +w + n) X à ] , che si costruirà pren- 
dendo la media proporzionale tra a ed a -j- in -{- 
n però dopo di aver costrutto i valori di m , ed 

e f c- 

11 , cioè m — ~ , ed n — ^ • pi potrà ancor 
fare òc=to 2 , cf=n 1 cd allor si dovrà èo- 
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struire V~ (a 2 + m? + n 2 ). Or nel caso , che 
il radicale -contiene iu tal modo sotto di se 
una serie di quadrati positivi , per esempio 
JS~ ( a 2 -f* m 2 + ri 2 + p 2 + e c. ) , si farà 

ff ( «“’+ ™ 2 ) = h i V~ ( /i 2 + ri 1 ) = i , 

( i 2 -j-p 2 ) = k , cc. per cui essendo A 2 = 
P -j- p 2 = A 2 -f- ?/ 2 -f-p 2 =fl 2 + i/i 2 -j- tP -f- p 2 , 
sarà k — y~{ a 2 -|- m 2 + n 2 -Hp 2 + ec. ). Per 

costruir grandezze di simil fatta nel più sem- 

* ' * 

plice modo , ciascuna ipotenusa' si riguarderà 
successivamente come un cateto , per esem- 
pio , (Jìg. io) presa AB — a\ vi si eleverà 
da A la perpendicolare AC === m , c condotta 
B C che sarà === h , vi si menerà da C la 
perpendicolare CD = n ì indi tirata BD clic 
sarà — i\ da D vi si eleverà la perpendico- 
lare DE = p ; fnalmente unita BE che sarà 
= k , sarà questa = (a 2 -J- rìp -{- tP -f- p 2 ) . 

Se alcuni di tali quadrati sono negativi , 
a quel che si è esposto , si aggiugnerà ciò 
che si è detto nel costruire ^ (a 2 — ù 2 ). 


Finalmente se devesi costruire una grah- 
dezza di questa forma -V si muterà 

V(d+«)’ 

• «V[.(H C ) (d+e)] , . . 

in * — j - j — , col moltiplicare 


essa 


numeratore , e denominatore per ^ (d -f- e ) ; 
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ed allora determinando la media proporzio- 
nale tra b + c e d + e , che. chiamasi- m> , re- 

sterà di costruire — , lo che e tacile. 
d- j- <? 

Del rimanente , qui trattasi di regole ge- 
nerali , però spesso può costruirsi in un modo 
molto più semplice , ma partendo sempre dagli 
stessi principi ; ora queste %emplicizzaaioni si 
ricavano dq alcune particolari considerazioni 
proprie di ciascun problema , c perciò po- 
transi solamente esporre , secondo che i pro- 
blemi medesimi ne presenteranno l’occasione. 
Nel terminar questa materia si ossei^erà soltan- 
to , chq sebbe 3 la costruzione delle radicali 
grandezze , di cui si è parlato , riducesi a de- 
terminar delle quarte proporzionali , delle me- 
die proporzionali, ed a costruir triangoli ret- 
tangoli ; pure qualche volta possonsi avere 
delle costruzioni più o meno semplici o ele- 
ganti , secondo il metodo , che impiegasi per 
determinare tali medie proporzionali ; a que- 
sto line qui si esporranno due altri modi di 
ritrovar la media proporzionale tra due rette 
dite. 

Il primo consiste a descrivere sulla mag- 
giore AB delle due rette date ( fig. n. ), 
coinè diametro , il semicerchio ACB ; e presa 
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in essa da A jLa parte AD uguale alla mi- 
nore , condurvi da D\ a perpendicolare DC 
che giunga al semicerchio , e finalmente me- 
nare la corda AC , che ( Geom. 112. ) sarà 
media proporzionale tra AB , ed AD. 

Il secónda . njetodo .riducesi a prendere 
(Jig. 12 ) sulla maggiore AB delle due rette 
date 3* da uff estremo, £ sia A JLa parte AC 
uguale alla minore , indi descrivere sulla re- 
stante porzione BC, come diametro, il semi- 
cerchio CDB , cui da A conduqesi la tan- 
gente AD , che {Geom. 129) è media propor- 
zionale tr#, AB ed AC. „ 

Vedesi dunque , che l£ grandette razionali 
possonsi sempre costruire colle -linee' rette , e 
che le grandezze radicali del secondo grado 
possonsi costruire ocòila retta combinata col 
cerchio. *. 4 

Per quel , clie riguarda le grandezze radi- 
cali di gradi, superiori , le costruzioni di esse 
dippndono dalla combinazione di varie lince 
curve : dèi che si parlerà, in appresso. 

Presentemente si tratterà de J problemi , la 
cui soluzione ,, dipende dalle grandezze razio- 
nali , o radicali del secondo grado, 
t ' 


♦ 
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Diversi Problemi di Geometria , e riflessioni 
tanto sul modo di porli in equazioni , quan- 
to sulle varie soluzioni , che tali equazioni 
ne offrono . 

» 

4 . 

s5o. I principi esposti ( 67 ) per porre i 
problemi in equazione ^ si -applicano egual- 
mente ai pijpblemi Geometrici. Bisogna» simil- 
mente rappresentar ciò che si cerca , con un 
spgno particolare , ed' indi ragionar coll’ ajuto 
di questo segno., e di quelli con cui rapprc- 
sentansi le altre grandezze , come se tutto 
fosse cognito , e che voglia verificarsi. Que- 
sto metodo appunt* è , che dicesi 1’ Analisi 
Per essere in istato di fare ? ragionamenti , 
clic una tale verificazione esige , bisogna al- 

JV . 3 

mon conoscere alcu net’ proprietà della gran- 
dezza, che cercasi. E dunque chiaro , che per 
porre i Geometrici Problemi in equa^one , bi- 
sogna aver predenti allo spirito le cognizioni 
esposte nella seconda Parte dì questo egrto. 
Nella maggior parte de’ problemi numerici ,..o 
della natura- di quelli percorsi nélla primh' Se- 
zióne , per applicare i principi , if più delle 
volte basta tradurre in -algebrico linguaggio 
1 * enunciazione del problema ; fila nell’ appli- 
cazione dell’ Algebra alla Geometria , bisogna 
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spesso anche impiegare altri mezzi : si farà il 

possibile di manifestarli secondo che si avan- 
zerà ; ma ciò che ora -generalmente può dirsi 
si è , che per vérificaVe una grandezza , non 
sempre è necessàrio di esaminare se essa im- 
mediatamente soddisfa alle condizioni del pro- 
blema : spesso questa verifica zionè si fa più - 
facilmente , esaminando se tal grandezza ha 
certe proprietà , che sono essenzialmente con- 
catenate colle condizioni del problema. In se- 
guito di questa riflessione di cui si avrà oc- 
casione di far uso si passerà agli esempj , che 
in questa materia si capiscono più facìliflènte 
de’ generali precetti. «- 

a5r. Propóngasi dunque per primo pro- 
blema- dC descrivere nel dato triangolo Elil 
( fìg. i3 ) il quadrato ABCD. 

Per questa espressione • un triangolo dato 
intendasi un triangolò' in cui tutto è noto , 
cioè i lati, gli 'angoli , 1’ altezza , éc. ' 

Gprr un poco di attenzione si capisce, che 
qudSU» problema riducesi a trovare suir al- 
tezza JE F del triangolo, un punto G , pèl-quale 
condottarmi HI la parallela AB , sia questa 
uguale a GF\ cosi 1’ equazione si presenta na- 
turalmente , poiché non deve farsi altro , che 
determinare l'espressione algebrica di AB, l’al- 
tra di GF , ed indi pareggiarle. * „4 
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Dunque «chiamisi a l’altezza cognita EF ; 
?) , la base data III ; ed x , la retta inco- 
gnita GF ; in tal caso EG = a — x. 

Or poiché AB è parallela ad ///, perciò 

si ha ( Geom. 1 15. ) EF : E^G :: FI : GB :: 

» 

HI : AB , ossia a : a — x :: b : AB , dun- 
que ( Arit. iyg. ) AB ; e perchè 

AB dev’essere uguale ad FG , sarà — - — =x; 

donde per le regole dello sezione prima si 
.'ab 

ha x = — p - t . 

a -J- b 

Per costruir tale grandezza bisogna , secon- 
do ciò che si è detto ( 246 ) , trovar la quarta 
proporzionale in ordine ad a -j- b , b , ed a , lo 
«die si eseguirà in questo modo : si tirerà da 
F verso O la retta FO=?EF- j- III = a b 
e si unirà .£0; di poi presa F3I=HI=>b ì 
da M si menerà MG parallela ad EO , che 
incontrandosi con EF determinerà GF pel 
valore di x: poiché per i .triangoli simili 
EFO , GFM stà FO ; FM :: FE : FG a os- 

sia a ■+ b: b :! a : FG ; dunque FG ==, ^ * 

25a. Propongasi per secondo problema , il 
seguente: Data la, retta BC (Fig. i4- ) > e 
gli angoli B e C , che con essa J ormano le 
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altre due rette BA e CA ; determinar la di- 
stanza AD alla quale le due rette BA e CA 
/ incontrerano. 

Agli angoli si fa prender parte nel calcoli» 
algebrico coll’«ajuto delle stesse linee , che im- 
piegatisi nella Trigonometria , cioè per mezzo 
de* seni , tangenti ec. Così quando dicesi , che 
sia dato un angolo per esempio C intendesi, 
to il valore del suo seno , o della 
ciò premesso pongansi BC = a t 
y. Nel* triangolo rettangolo AD,C si 
avrà (Geom. 296) CD : DA il raggio è alla 
tangente^ell’ angolo ACD , ossia chiamando./* 
il rag^j^ed m la tangente dell -5 angolo ACD ^ 
CD-i : m ; dupque ( AyiD 

CD = ~ f Chiamandosi n la tangente del*- 

l’angolo ABD òon simile ragionamento si tro- 
verà essere BD : y\lr : n ; dunque BD=± 

ma BD - 4 * DC = BC == a ; dunqqe 
^ + ** == a ; dal ciré si rileva r=* - an * n .- . 

n ■ ' r . l’/i'-ftM* *, 

• .Quest’espressione può rendersi più semplice 
introducendo in vece delle tangenti m ed n 
de due angoli C t B *le ^cotangenti di essi 
p eq>; a tal uopoconvien ricordarsi (Geom. 28^ 
che tapg. : r ;• r ; col. , in virtù di questa 


- ■ - 


I 
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proposizione si avrà rn : r 

r:q , 

sostituendo questi valori in vece di m ed n in 


r ; p ed n :r 

r* ; r* 

dal che deducesi m = ~ , ed n = — 

P ' 7 


nr* 

ri 


or* 

P<f 


quello di j , si avrà y ==— -, - ~pr+ ^ 

7 vi 

(ir* pq ( ir 

~P1 * pr* + <f rì ~ P + 7 


che facilmente si co- 


struisce prendendo la quarta proporzionale in 
ordine p •+• q , r ed a. 

253. Da ciò vedesi , che quando tra le gran- 
dezze , che possonsi riguardar come date; quel- 
le , che sonosi impiegate non conducono ad 
un risultato tanto semplice , quanto si desi- 
dera ; alloTtf non èr necessario di ricominciare 
un nuovo calcolo per assicurarsi , se possa 
giungersi ach un più semplice risultato , im- 
piegando le altre grandezze date : ina basta 
esprimere con equazióni i rapporti delle da- 
te , che dapprima sonosi impiegate ; cón quelle 
altre , che vogliopsi introdurre. Così appunto 
i rapporti di m ed n con p e cj sonosi poc’ anzi 

r* r 1 

espressi colle equazioni m = — , ed » = ~ ’ 

ed allora con semplici sostituzioni si c otte- 
nuta una soluzione dipendente , da p e q. 


N 
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a54- Si sceglierà per terzo esempio un pro- 
blema , che dà luogo di far vedere tutto in- 
sieme il modo di porre in equazione i pro- 
blemi geometrici , ed anche come preparando 
in varie maniere tali equazioni possonsi di- 
scoprire delle nuove proposizioni. 

Dati i tre lati del triangolo ABC (fig. i5), 
determinare le perpendicolare BD , ed i seg- 
menti AD , DC , da essa troncati. 

Se fosse nota ciascuna delle chieste rette , 
esse si verificherebbero nel seguente modo. 
Si farebbe la somma dei* quadrati di BD , e 
DC , e si vedrebbe se pareggiasse il qua- 
drato di BC , lo che devrebb’ essere pel trian- 
golo rettangolo BDC ( Geom. 164 )• Simil- 
mente si sommerebbe il quadrato di AD 
coll’ altro di BD , e Si vedrebbe se la som- 
ma sarebbe uguale al quadratogli AB. 

S ’ imiti dunque questo modo di procedere a 
per cui pongasi BD ^=y , CD = x ,BC =a , 
AB = b , AC—c.\ in tal caso perché AD 
= AC — CD , sarà essa = c — x, Dunque 
si avrà x 7 -f- y 7 = a? , e c 7 •*— "xcx -J- x 7 

y 3 = 5 ’. 

Come x 7 ed y* hanno in ciascuna equazione 
per coefiìciente 1’ unità, così sottraesi la seconda 
dalla prima , e si ha acx — c 7 = a 7 — b a , da eui 

#t ♦ 

. - 


v. 


» r ' 

rilevasi oc 
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«’ — b’ -I- K' 


i (a -{- b) (a — b) 


2 c 

1 

2 


«’ — 7>’ i 

-j 

xc 2 


+ r c (à 5). 


Ora essendo il valor di .r sotto di questa 
forma vcdesi , che per averlo bisogna (246) ri- 
trovar la quarta proporzionale in ordine à c , 
a -f- b , qd a — b , prender la metà di essa , 

ed indi aggiungervi — ■ c , ciorè la metà del 

lato AC ; lo che è totalmente conforme a ciò 
che si è detto (Geom. 3 o 3 ). 

•l . . * . 

Ma possonsi dedurre altre proposizioni da 
queste stesse equazioni ; se ne esporranno al- 
cune per accostumare, i principianti ad osser- 
vare ciocche mai contiensi in una equazione. 

i55. 1 L’ equazione 2 ex — c a zzia' * 1 — è la stessa 
di c. (xx — c) == (a -f- b ) ( a — £). Or poiché il pro- 
dotto de’ due primi fattori pareggia quello de’due ul- 
timi , perciò quelli potransi considerar come gli estre- 
mi , e questi oome r medj di una proporzione (*) ondè 
si avrfe c •. a b a — b : xx — c ; ora xx — c = 


I . • 


(*) Da ora innanzi quando ciascun de’ due membri di «ina 
equazione costa del prodotto di due fattori se ne potrà sem • 
pre dedurre la proporzióne. Basta osservare una Volta per sem- 
pre , che quando due prodotti sono uguali -i fattori di uno pos- 
son considerarsi come gli cstrcjni di una proporzione , di cui 

i fattori dell' altro costituiranno i medj (Arti. 180). 
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* x — e ; dunque , in vece di tali lettere sosti- 
tuendo le rette , ebe esse rappresentano , sarà AC : 
BC -f- AB II BC — AB : CD — AD , die è precisa- 
mente quello, che si è dimostrato (Geom. 3 oi). 

a56. 2.° Se col centro C , e col raggio uguale a 
BC y descrivesi l’arco BO in cui si tira la corda BO , 
si avrà (. BD )' -f (DO)' =(BOy ; ora tìO= CO 
— CD = BC — CD = a — a;; dunque B O' = y* 
“H °* * ax -|- a: 1 j ma qui sopra si è provato y % 
x' — a' 5 dunque (BO)' = 2 a' — 2 ax ~ la X 
( a — a: ) ; onde sostituendo per x il suo valore 




c' 


tic 


sarà (BO)* =ts 2« ( a -f- ^ 

V le / 


\ s e nc — a' — c 1 -4- è 3 \ a 

= -* 1 * n — ) = T>< 

J ... i-r • ' • • 

[ 6 ’ — (o — c )' J, perchè 2ac — a ' — c'~ — (a 1 ' — 2 ac'-\-c’) 

~ — (a — c )' 5 or considerando a — c come una sola 
grandezza , si ha (25) b* — (a — c)* ~(b a — c ) O 

X (& — c); dunquei?0 3 =.%-( b -f- a — c ) X 


(i _ a _f_ c) =- (a-f-6 -fc- 2 c) (ft-{-l!>-|- c — 2a) 


( BOy t= ~ (2 s — 2 c) (a s — 2 a) =v 4 


sicché se chiamasi 2s la somma de’ tre lati, si avrà 
a 

, C > « ' ' .. • c 

X (s — a) (a — js) -, or se dal punto C si abbassa sa di 
OB la perpendicolare CI , nel triangolo rettangolo 
CIO sì avrà (Geom. 295 ) quest’analogia CO''. OI H 

R : seri. OCI, cioè a: — BO H R: sen. OCI\ dunque 
1 tj/i a se ’i' OCÌ . 2 a sen- OCI 

—BO 3= - , d sm BO ===———.» 


R 


R 
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« perciò (BOY = Ì ^ P '^° ri) l dunqne pa ~ 

rrggiàcd° questi due valori di (i?0) 3 , sarh — ' " — 

• v * • . 

*’ a dividendo per 4 ® ? e togliendo i denominatori., 
or (se*. OCiy ~ /?« (5 _ o) (* _ p', donde rilevasi 

questa proporzione ac : ( s — a ) ( s c ) ” R? : 

( feti. OCT Y ; che è la regola stabilita ( Geom. 3o4 ) per 
trovar gli angoli di un triangolo per mezzo dei tre lati, 
la. cui dimostrazione ivi si rimandò a questa terza parte. 
In fatti ac è il prodotto dei due Idti che comprendono 
r angolo BCsl ; s — a ed s — c sonc^ i due residui , 
«Ire ottengonsi sottraendo successivamente questi due 
st-ssi Iati dalla semisomma, R è. il raggio, esl OCIh 
la meta d< di’ angolo BCA , .perchè CI è la perpentji- 
colare abbassata <^al centro C sulla corda BO. 

a5”J 3.° L'equazione s’ esibisce y* — f» — 

(jB+jr) (n— a; V, dunque mettendo per x U suo valore, siavrk 
> f a' — i’-j-cV r b' — n'—c.'s. 

+ — st— ) * 0 * + — 77 —) 


'irtc-j-a* — b' -j-c’ 


-)x(a + 

\ /‘ine - 

) x (— 


ine — j-A* — C ' 


|* (a*j-C -H>) (a-f-c— /> ; J ^ |- 'A-|-u— c ) (ò— e-|-c)j _ 

c ode fa' vV= (a -f- cr-f- b) (a -j- c _ /,) (54-c — a) 
(ì> |r c -J-a):=:( a-j-6-j-c) (a- — ò — f— c — ih ) 
( a -f- & -f- ’C — 5zz)'(a-j~t-f-c — 2 e ) ; datoque 
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•chiamando 2s la somma' a b +'* dei tre lati » 
sarà 4c’ y' ~ ss, . (2 s — ih ) (as — 2n ) ( 2S “ ac-) 
= 16 s ( s — a ) (s — b ) ( s — c ) ; e dividen- 
do per 16, tiduoendo , ed estraendo la 1 adice qua- 

< v « 

drata, sarà — — = (,y — a) (s — h) (s — c) ]. 

xr v . acxbd 

irla — o sia — ■ — ■ e la superitele del trian- 

2 a 1 _ •, 

golo ABC , dunque per aver la superficie di un trian- 
golo pér mezzo dei tre lati, 'bisogna dalla semisòmma 
di questi sottrarre - Successivamente ciascun dei medesi- 
mi, indi moltiplicare i tfe residui tra essi , e per la se- 
misnmma anzidetta ; e finalmente estrarre la radice 
quadrata da ta'l prodotto. 

2j 8. 4 0 L’equazione 2rx — e’ — «’ — è’ , esibisce 
h' = a’ + c' — icx j ma se la perpendicolare caderà 
fuori del triangolo , conservando sempre le stesse de- 
noTninazionl , si avrà ( fig . 16 ) y* -j- x' — à* , e«l 
y -f- c’ -\-'2cx -j- x' — b '' , perchè AD che era c — x 
qui diviene c-j- x. Dunqfie sottraendo la prima equa- 
zione dalla seconda , si ayrà c» -|- icx — b' 4 — a’, o sia 
c (c 2x) = (£>-{- a) X {b — a), donde si ha c : b -J- a 
; ; b — a : c + ix\ ora C + 2.T tl-j-C + x zz co 
+ AD , dunquVUC : AB -f- BC \\ AB — *BC : CD 
+ A 9 , locchè è la seconda parte della proposizione , 
che si è dimostrala ( Geom. 3 oo ). 

269. 5 0 La stessa equazione c? -j- 2 ex — b* — a* , 
offre è’ = «’ c’ -|- 2 ex } dunque comparando all 1 e- 

quazione b*~ — 2 ex, che conviene alla fig. >5 

vedesi , che il quadralo & 3 del lato AB opposto oll’an- 
golp acuto C è minore della somma n’-f- c’ dei qua- 
drati degli altri due Isti , perchè equivale a tal som- 
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ma diminuita di ic.r. All’ opposto, il quadrato ò’ del 
lato AB opposto all’àngolo otturo (Jìg- 16 ), pareggia 
a’ -}- c 1 -j- icx , cioè è maggiore della somma degli 
altri due lati. Dunque per mezzo di queste due osserva- 
zioni , quando debbonsi calcolare gli angoli di un trian- 
golo per mezzo dei lati , si può conoscere se l’angolo 
che si cerca , è acuto , o ottuso. 

260. 6.° Le due equazioni b ’ — rt 3 -j- c 3 — icx, e 
b J -J- c* ac.r , eonfermano ciò che sioè detto 

sulle quantità negative. Perchè vedesi , che siccome la 
perpendicolare BD i 5 e 16) cade deplro o fuori 

del triangolo , cosi il segmento CO trovasi in diversi 
lati .riguardo ad essa ; ed in fatti il termine icx ticn 
segni contrarj in queste due equazioni. Dunque , al con- 
coalrario , qualunque siano i calcoli, che saransi fatti 
per un di questi triangoli ; basta dar segni contrarj alle 
parti, che saran situate in diversi lati, su di una stessa 
retta , affinchè abbiasi ciò che conviene per i casi ana- 
loghi dell’ altro triangolo : ora in quel che di sopra si 
è detto, tanto sul calcolo di uno degli angoli, quanto 
su quello della superficie , il segmento CD non più 
, vi prende parte ; dunque queste due proposizioni ap- 
partengono generalmente a qualunque spècie di trian- 
golo rettilineo. 

I Da queste stesse equazioni si potrebbero rilevare va- 
rie altre proposizioni , ma debbonsi altri oggetti con- 
siderare. 

261. Generalmente parlando , benché ab- 
biatesi maggiori mezzi per porre in equazione i 
geometrici problemi , secondo che sappiasi un 

*> 
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maggior numero di geometriche verità ; pure 
come F Algebra somministra* essa stessa i mezzi 
di ritrovar tali venta , così il numero delle 
proposizióni veramente necessarie è molto li- 
mitato. Queste due proposizioni, cioè, che i 
triangoli simili hanno proporzionali i lati 
omologhi , e che in un triangolo rettangolo 
il quadrato dell' ipotenusa , pareggia la som- 
ma de ’ quadrati de ’ cateti , sono la base del- 
F applicazione dell’ Algebra alla Geometx'ia. 
Ma secondo la natura de’ problemi , possonsi 
avei’é vari mezzi di farne uso. Questo uso si 
capisce facilmente nell 5 esposto problema , ma 
esso non si manifesta sì agevolmente nelle 
conseguenze , che sonosi- dal suo risolvimento 
dedotte , per calcolar 1’ angolo col mezzo dei 
tre lati; nel descrivere F arco BO (fig. 1 5) , 
per calcolarne la sua corda BO ; e nel calco- 
lare il seno dell’ angplo OCI, per mezzo di 01 
metà di essa. Lo stesso è di molti altri proble- 
mi. Delle volte bisogna prolungar tali rette , 
finché ne incontrino delle altre ; delle volte 
bisogna menarvele parallele , o che vi facciano 
un dato angolo. In somma F applicazione del- 
F Algebra aìla Geometria , e ad altre mate- 
rie , dalla parte dell’ analista , esige un certo 
discernimento nella scelta ed uso dei mezzi. 
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Ma come questo discernimento si acquista iu 
gran parte colla pratica, cosi tali osservazioni 
vansi ad applicare a diversi esempi- 

2 62. Propongasi in prima questo problema : 
Da un punto A (fig. 17) dato di sito rela- 
tivamente a lati IID e DI del dato angolo 
UDÌ condurvi la retta AEG , che vi costi- 
tuisca il triangolo EDG di data superficie ; 
cioè che pareggi un dato quadrato c 3 . 

Dal punto A si tiri la retta AB parallela 
a DH , e l’altra AC perpendicolare su di DG 
prolungata: dal punto E in cui la retta AEG 
tagliar deve DII , intendasi condotta E F per- 
pendicolare a DI. Se si sapessero EF e DG , 
e fra esse si moltiplicassero, e di. questo pro- 
dotto la metà si prendesse , si avrehbe la su- 
perficie del triangolo ED G , la quale dovreb- 
be pareggiare il quadrato c 3 . ^ 

Suppongasi dunque, DG = jc , e veggasi di 
determinare il valore di EF , per mezzo di 
x,e di ciò che vi è di cognito nel problema. 
Porche il punto A è dato di sito, sarà .noto il 
prolungamento DB di DI posto tra DH é la 
sua parallela AB , -e sarà nota pnche la per- 
pendicolare AC abbassata da A su di DG pro- 
lungata. Pongansi dunque BD==a , ed AC 
= b ; allora per i triangoli simili ABG . ed 
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EDG , sarà BG : DG j; AG : EG y e per 
gli altri ACG . ed EFG , sarà AG : EG :: 
AC : EE-, sicché BG : DG AC : JFF, cioè 
a -f- x : x I! b : E'F,, dunque ( Arit . ijg) E E 

== a — Ip” w » e poiché la superficie del triangolo 
EpG deve paleggiare il quadrato c\ perciò EF 

bjr x . 'bx 

X 


lM'rr 

X -* — , o sia 


cioè 


c 2 , e 


a x i 1 2a -j - ix 

togliendo il denominatore, bx' = aac’ + zc'x. 

Questa equazione risoluta secondo le regole 
dello equazioni del secondo grado (99, 1 00) , 


esibisce i due seguenti valori x = -f- 

* H" ),’> dei quali quello in cui ovvi 

il segno — è inutile al presente problema,. 
Per costruire il primo , si pone sotto di que- 

su forma x = £ + ^£(j+ aa)i'] : 

ciò posto, tirisi la fetta mdefini la PQ (fg. c 8 )- % 
e su di essa da un suo qualunque punto C 


( ) Da ora innanzi , ogni volta che devesi esprimere un ter- 
mine di ima proporzione , di cui ire saranno espressi algebri- 
camente , senza più- farlo osservare , si prenderà il prodotti 
de’ due medj diviso per» 1’ estremo , o de’ due estremi diviso 
pel medio j secondocché il chiesto termine sarà un estremo , 
o nn medio. 


\,. 


* 


& 

. 
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^'innalzi la perpendicolare AC = b , e pcen- 
dansi su di CA , e CP le porzioni CO e CM 
jpiafcruna uguale al lato c del datq quadrato ; 
$ condotta A d/, ad essa dal punto O si meni la 

> ' * • j* t 

parallela ON , che determina CN pel valore 
ò* ' ; 

4 i 7- ; poiché i triangoli simili ACM ; OCN 
danno AC : OC :: CM : CN , cioè b : c 11 c z 

0 t* -* » 

c * 

C-AT, dunque CN = — ; per cni il valore di jr 

diviene x = CN jP\ (CN - f- 2 n). X CiV ] ; 

ma JP [ ( CN -f- 2a ) X CN ] esprime la 
media proporzionale tra CN , e CN -f- aa 
(249) ; dunque rimane solo a determinar tale 
media , per indi aggiungerla a CN. A^al uo- 
po , da C verso Q prendasi CQ = M* e su 
di NQ somma di NC e CQ , considerata co- 
me diametro , descrivasi il semicerchio NPQ , 
che incontri CA in P , nel quale conducasi 
la corda NP ^ e facciasi NP == NP , sarà 
CP = x ; poiché NP (Géoin. 112) è media 
prop9izionale tra NC e NQ , cioè tra CN e 
CN -f- 2 a dunque NP o sia NP = JP [ ( CN 
-f- aa ) X CJV] .sicché CP — CN -+-.NP = 
CN -j- yP ,[ ( CN + "la ) X CN ] ==> x ; dun- 
que prendendo DGp=-CP \ iy e 18 ) si 
avrà il punto (X , al "quale tiràlido dà A la 
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reità AG 0 si costituirà il triangolo EA)G =4 
al dato quadrato c 3 , 

• 263. Se vogliasi sapere il significato del secondo 
valore di a?, cioè a; = — — rt - 20^ 

c* -1 , 

— y- I si osserverà , ohe nel [problema niente deter- 

fj » ■* , 

mina se tratlasi piuttosto dell’ angolo EDG {Jig. 17) 
clic del suo verticale E'DG', e le grandezze date es- 
sendo le stesse sì per quello , che per questo ; questa 
seconda soluzione dev’ esser quella del problema in cui 
si tratterà di fare uel angolo E' DG' Io stesso che si 
è fiotto nell'angolo EDG ■ In fatlj, ponendo D G 1 , 

c serbando tulle le altre denominazioni, i triangoli si- 
mili ABG' , E'DG' ne danno BG' : DG 1 “ AG 1 f 
CE 1 j ed abbassando la perpendicolare E'F 1 , i trian- 
goli simili ACG , E'F'G 1 esibiscono AG 1 : G'E 1 ” 
AC : E'F' ; dunque BG' : DG' “ AC : F'E', xioè. 

bx 

a — x : x “ b 5 F'E ‘ 5 dunque F'E ' = 


; e poi- 

9 —x r 


chè la superficie del triangolo G'E'D pareggiar deve ■ 

•1 5 bar 

il quadrato c*, perciò 


x . 

X •*■ = c\ da cui si ha 
x 9 


bx 3 — 2oc* — a ex onde 


c 1 / <r 

*=t+v(-it + 




b 1 * VA’ 1 b 

* ' % 
cioè -questi valori di x son precisamente quelli del 
caso precedente, ma però differenti solo nei segni, co- 
me appunto esser deve, poiché nel caso attuale la a: - 
si. e presa dal lato opposto a quello, in cui si è presa, 
nel precedente. ^Lo che nuovamente conferma ciò , che 
altre volte si è detto 5 cioè , che i negativi valori deb- 


• Vi 


V 


* 

.. 

$ 
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£on prender*» in «enso opposto a quello , in cui si son 
presi i positivi. 

La costruzione esibita pel caso precedente, è applica- 
bile anche a questo , ma col solo seguente cangiamen- 
to , di portare ^ fig . ,8 ) NV da CA in K verso Q ; 
alloia il valor di ar, che nel caso precedeu e era 6'/*, 
nell attuale sarà CK. In latti il valor* di x, che con- 
tiene al caso attuale, èx=-_ C ~ J- y | * ac ' 

= ™ )x*t]=- ca + 

V [ ( c A -f - 2a ) X CiV ] ; dunque polche XV =3 

* C( ^ “f* " la ) X C.V T , perciò si ha x =: -^/V 

-j- M'~— CÀ -J- XK = CK j cosi si porterà CK 
da D in 6 * (fc. 17) e si avrà il ponto G\ al quale 
tirAdo da A la retta AG'E', si avrà il triàngolo GlOt' r 
uguale al dato quaJrato c* ; cioè la seconda soluzione!', 
del problema. - 

ab 4 - Si è supposto, che il punto A {jflg. 17 ) era 
*1 di sopra della retta BG : ma’ se esso fosse .al di 
sotto , (Jì s . lyj là grandezza ò, ola retta è/C'sarcLLe 
negativa , ed i due primi valori di x quinci ,s*r«tyiei a 

*=-T±v (4--^)'=-4 ì 

V £ — 2a ^ X_ ò"J ’ ove ve desi , che il • pro- 


11 ... r* 

Llcina allora è possibile , quando 241 è minore d^-^— , e» 

quando ne è maggiore , allora la grandezza sótto del" 
radicale è negativa, e per conseguenza (ijH) i valori 
di x iouo ini <Aa giiiar j » assurdi. Quando ia c minore 
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di —j~ , i due valori di x sono negativi 5 cioè che 

allora il problema è ilnpossibilc riguardo all’ angolo 
HOI m r ma esso ha due soluzioni riguardo al solo an- 
golo E' DG'. Per avere -queste due soluzioni bisogna 

costruire idue valori di $z= — V Lv^ - 2u ^ 

X — — J lo die si farà nel seguente modo. Determinato 

c > 

come qui sopra il valore CN di — , si prenderà 

» ■+ r’ . 

{fig. 20) NQ ±= 2«, e descritto su di come dia- 
ndro il semicerchio NP'Q , ad esso si condurrà la 
tangente CF ; indi si porterà "pF da^C in P verso 
iV , ed all’opposto anche da C in /f; allora N4 P cd 
A/T saranno i ode valori di x ; i quali si porteranno 
CJ'S' ! 9 ) da TJ in »G e da, D in G' j e jwm^feido .dal 
punto A ai punti G m e G 1 le due rette JrG , EH 3 * » 
ciascune» deè due triangoli EDG\ EWG 1 , sarà uguale 
al dato quadrato c \ Riguardo all’ aver, detto, che UN 
ed NK(fg. 20)^ sierro i due valori di .Pj.ciò si rtav# 
dall’ essere OF = V ( CQ X perchè- èssi 

(Geom. 129) tra queste è inqdia pfoporziouale”; dunque 
soslituen^Jp per queste rette i valori esse , sarà CF, 

o »» .CP, o sia Cà; = V [{.£•_ ,« ) X ^J< ■ 
dunque NP = CjY - CP = ^- _ y £ (Jj-— la ) 


X Ti » ed NK ~ Ctr -f* ? CK = — ’ -f ' 

(t 2,1 ot’jjitcsie due gcgndezi?, 




j 


:W 




Digitized by Google 


j(66} 

cambiandovi i segni , sono i due valori di * ; dunque 
portando* esse da D verso G (fig. <9 ) saranno i va- , 
lori di x. 

265 . Se il punto A f/g-.2i ) era nello stessa angolo 
HOT , allora cadendo BO dal lato opposto a quello in 
cui cadeva pi'imaf «^sarebbe negativa, ed i due prillativi 
• ' >• c * , . ^ c 4 ’ icic* \ 

valori di x sarebbero x — — j- Ì V ~jy, J, J 1 

clie cambiandovi i segni sono i stessi di quelli, che si 
sou costruiti. Dunque vedesi, che allora deve»! costrui- 
re , come si è fatto (_/ìg- 20/) , ma portare i valori 
NP ed NK di .r da D verso / ( fig . 21 ); ed avransi 
i due triangoli DEG, GE'G 1 , che ambidue soddis- 
faranno al problema. 

266. Finalmente il punto A {Jìg- 22) potrebbe es- 
ser dato al di sotto di BD, ma nell’ angolo BDE 1 . Al- 
lora h è b sarebbero ambedue negative, da cui 6Ì avreb- 

be- <r’ == p±V(^rH —j, Che sono pre- 

cisamente di segno contrario ai primi trovati valori 
'Hi ni. Dunque* si costruiranno come sj i fatto (Jìg 18 )• 
Allora sarà CK II valor positivo di x , e CP il ne- 
gativo ;■ il primo si porterà ( j fig. 22 ) da D in G 
verso B , e F altro verso la parto opposta p cioè da 
D in G‘. 

Si è mollo fermato' su dei differenti casi di questa 
soluzione , per mostrare come tutti son compresi in 
una sola equazione 5 come si sou dedotti con i soli 
cambiamenti di segni ; com^ le contrario posizioni delle 
rette vengon dinotale dalla contrarietà dei segni , ed 
•U’ opposto. Ma rimane ancora ad indicare alcuni usi 
di questa stessa soluzione. 
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267. Se' propongasi questo problema: Da impunto- 
A ( fig. a 3 ) dato fuori , • o dentro di un dato triangolo 
DHI ; condurre una retta AF , che divida tal trian- 
golo in due parti DEF , EFIH , che sian tra loro 
in una data ragione , indicata da quella di m : n‘; qué- 
sto problema troverà la sua soluzione nel precedente. 
Poiché il triangolo DHI è dato , e si sa qual parte 
di esso dcv‘ esser l’altro DEF-, se cercasi in ordine 

f 

ad m +»» m , ed alla superficie del dato triangóto 
DHI, il quarto proporzionale, questo sarala super- 
ficie , che aver deve il triangolo DEF. 31 a sempre può 
trovarsi un quadrato c 1 uguale a tal superalie (249) » 
dunque il problema e ridótto' a condurre dal punto 
A una retta AEF, che comprenda con i diie lati m 
DI un triangolo DEF uguale al quadrato c* -, cioè 
è ridotto al precedente problema. • 

268. Vedcsi ancora , che allo stesso pròblema si ri- 
conduce quello di menare da un dato punto 'A una 
retta {fig. 24), che divida un dato qualunque retti- 
lineo BCDHK in due parti BCFE , EFDIIG , che 
sicn tra esse in data ragione. I11 fatti la figura BCDHK 
essendo data, si sanno tutti gli angoli, e tutti i lati suoi; 
dunque facilmente si saprà il triangolo BBC formato 
dai due lati KB , e DC prolungati , perchè in esso 
si sanno il latO-EC, ed ^ due angoli BBC , cd BCB 
supplementi degli angoli dati CBK , e BCF\ ma la 
superficie di EBCF è anche nota , per essere una 
porzione determinata di lutto il dato rettilineo BCDHK \ 
dunque il problema è ridotto a condurre una retta 
AEF , che nel dato angolo KBD forma un triangolo 
ugual» ad un- dato quadrato. Finalmente da ciò vedesi 
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come questo rettilineo si possa divìdere in più di due 
parti , che sien tra loro in date ragioni. 

269. E anche a proposito di fare una osservazione , 
che si confermerà con varj esempj , ed è che se ad 
alcune delle grandezze che entrano nell’equazione, che 
serve a risolvere un problema , si mutino i segni in 
segni contrarj , tale equazione non si» cambia affatto; 
o se un cambiamento di posizione nella linea o nelle 
linee cercate della figura , non porta seco alcun cam- 
biamento di posizione , nè di grandezza nelle linee da- 
te ; allora tra i differenti valori di x , se più ve ne 
sieno nella equazione , sempre se np troverà uno, che 
sarà la soluzione propria pel caso dinotato da questo 
cambiamento. 

Per esempio nel problema ora esposto si è osser- 
vato , che uno dei due valori dix, esibisce direttamante 
la soluzione pel caso, in cui la retta AJDG( fig. 17 ) 
attraversar deve l’ angolo HDI, come si è supposto nel 
calcolare; ma nello stesso tempo si è anche osservato, 
che il secondo valore di x offra la soluzione pel caso, 
ove si trattasse non dell’angolo IIDI , ma del suo ver- 
ticale. Ciò accade perchè dovendosi in ciascun caso 
impiegare le stesse grandezze date , e fare gli stessi ra- 
gionamenti , devesi quindi pervenire alla 'stessa equa- 
zione; dunque la stessa equazione deve dare le due so- 
luzioni. Se ne vedranuo ancora degli esempi , nello 
esporre altri problemi. 

270. Propongasi questo problema. Va un 
punto A dato fuori di un dato cerchio BDG 
(%• 25 ) tiondurvi una retta AE in modo y 


4 
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che il suo segmento DE intercetto nel cer- 
chio , pareggi una retta data. 

Per esser dato il cerchio BDEC è noto il 
suo diametro ; e per esser dato il punto A , 
se per esso , e pel centro O si tira la retta 
A OC , la retta AB' è nota , e quindi anche 
la retta AC. Ora per sapere in che modo 
tirar si deve la retta AE , basta saper la 
grandezza di AD , il cui prolungamento DE 
pareggiar deve la data retta. Pongami dun- f 
que AD = x , AB = a , AC = b , e eia 
retta data , cui DE dev’ essere eguale. 

Ciò posto, per essere AE , AC seganti con- 
dotte al cerchio dallo stesso punto A , starà 
( Geom. 127 ) AC : AE :: AD : AB , cioè 
b : x + c : : x : a , per cui x J -f- ex — ab ; e 
risolvendo tale equazione di secondo gradò , 

\ 

si ha x — — ì jA’ c 1 + ab ^ , dei 

quali valori di x , solamente il primo x = 

' ~ c + V~ ( j C ? + ab ) , soddisfa all’ at- 

tuai problema. 

Per compir la soluzione bisogna costruir 
tale grandezza , locchè può farsi impiegando 
le trasformazioni esposte (246). A tal uopo * 
dal punto A si tirerà al cerchio la tangente 


» 


A 
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AT , che sarà ( Geom. 129) media propor- 
zionale tra AB ed AC , e si avrà (^ 2 ’j 2 = 

AB X AC = ab', dunque sarà x = — — c + 
jT -f- {AT ) 7 J : conducasi il rag- 

gio TO , che sarà perpendicolare ad AT 
( Geom. 48 ) , ed in esso prendasi TI = 

— c , e si unisca Al , questa sarà uguale a 

r\. ~r c 7 -f- {AT ) 7 J , dunque per aversi x 

bisogna portare TI da I in R , e descrivere 
col centro A e d intervallo AR l’arco RD , 
che determinerà il chiesto punto D perchè 

AD = AR = AI — IR = AI — IT = 

r [ff+w] - = 

Ora per conoscere il significa lo. del secondo 

valore x ■= — c — ^ -j - - c 7 ab^ 

bisogna osservare , che per essere esso tutto 
negativo deve cader dal lato opposto a quello, 
in cui cade AD. Veggasi dunque se evvi 
qualche problema , che dipende dalle stesse 
grandezze e dai medesimi ragionamenti , c 
che -si riferisce a questo lato. Ora si osserva , 
che supposte a e b negative , 1’ equazione 
x 7 -J- ex — ab non cambia in modo aleuno ; 
» 

• V 
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dunque perchè allora il cerchio BDEC di- 
verrebbe 1’ -altro B'D'E'C* situato a sinistra 
nel modo stesso , che il primo l’è a destra ne 
segue, clic questa stessa equazione contiene 
anche la soluzione , che apparterrebbe a que* 
sto caso ; dunque il secondo valore di a:, cioè 

x = — c — c 1 + ab ) ; appar- 

tiene a tal caso , e soddisfa alla stessa con- 
dizione ; perciò se nella, precedente costru- 
zione si porta TI da / in R ' , su di AI prò-, 
lungata , c che poi col centro A e col rag- 
gio AB! dcscrivesi, un arco , che taglia in 
E' la circonferenza B’D'E'C' , il pymto E' de- 
terminerà T intercetta E'D 1 = c : in fatti , 

AE'= AB! =AI +IR'=V(~ c'+AT 2 ) 

-j- c., cioè è uguale al sfondo valor di 

x , cambiativi i segni 5 e poiché si porta 
questa grandezza dal lato opposto a quello 
verso del quale si è supposto , che tendeva 
il primo valor di x ne segue , che vera- 
mente AE' è il secondo valor di x. 

Del rimanente , come i due cerchi sono 
uguali e situati dello stesso modo , le solu- 
zioni possono appartenere ambedue ad uno 
stesso cerchio , in maniera che se col centro A 


cd intervallo AB' descrivesi T arco B'E , la 
retta AE anche Risolverà il problema ; in 
fatti facilmente si vede , clic il punto E de- 
terminato in tal modo , è sul prolungamento 
della retta AD determinata colla prima co- 
struzione. Ma delle due distinte soluzioni, che 
1 ’ Algebra somministra , la prima cade a de- 
stra del punto A , ed «appartiene al punto /) 
della circonferenza convessa ; 1’ altra ne cade 
a sinistra , e spetta al punto E' della circon- 
ferenza concava. 

Da ciò vedesi maggiormente confermato , 
che le grandezze negative dehbon portarsi 
dai lati -opposti , c reciprocamente. 

271. Suppongasi ora , che trattisi di trovar 
nella direzione della data retta AB ( fig. 26) 
un punto G tale , che la sua distanza dal 
punto A , sia media proporzionale tra la sua 
distanza dal punto B , e V intera retta AB. 

Pongasi AB = a ed AC = x ; sarà BC 
*= AB — AC = a — x ; ma si vuole che 
sta AB : AC II AC : CB , dunque sarà a : 
x II x : a — x , per cui moltiplicando le estre- 
me e le medie ^ sarà x % = a' — ax , o sia 
x' + ax = , quale equazion di secondo 

grado risolvendo , si ha x = — — a ± 


Per costruire il primo valore x — — — a 

J/~ a 2 4 - a 2 ^ bisogna , secondo ciò 
che si è detto (249) , elevare da B su di 
AB la perpendicolare BD "== — a , e tirare 
AD , che sarà uguale a f/ ( BD 2 + AB 0 -') — ' 
y a 2 4 • d* dunque limane a sot- 


trarre da tal grandezza P altra — a , che si 

* « 

farà portando DB- da D in O ; ed allora 

AO sarà uguale a y a 2 -f- a 2 ^ a , 

cioè sarà uguale ad x , onde si porterà AO 
da A in C verso B, e C sarà il punto richiesto. 

Pel secondo valore ,r= — — a — \/ 
se si porta BD da D in O 1 sul prolungamento- 


di AD , allora AO 1 = — a -\~y ( ~ a 2 -f -a 2 ^ ; 

e poiché il valore di x è tal grandezza presa 
negativamente, perciò si porterà - AO' da A 
in C 1 su di AB prolungata dal lato opposto 
a quello , in cui nella soluzione si è supposto 
che tendeva x , c si avrà un secondo punto 
C' tale , che prodottavi AB sarà AO media 
proporzionale tra AB e BO. 
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Di passaggio si osservi, che questo proble- 
ma è quello di dividere una data retta ÀB 
in estrema e media ragione ; la costruzione 
pure è quella recata ( Geom. i 3 o ). Ma ve- 
desi , clic l’Àlgebra ha condotto a ritrovarla , 
laddove in Geometria supponevi già trovata 
la soluzione , e se ne dimostra la sola ve- 
racità. 

272. Se si fa un poco di attenzione sulla 
strada , che si è tenuta nel precedente pro- 
blema si vedrà , che si è sempre presa per 
incognita una retta , che essendo una volta 
cognita , servirà a determinar tutte le altre, 
co 4 osservare le condizioni del problema. Ciò 
è quello , che devesi sempre osservare ; ma ri- 
mane anche a fare una scelta per determinarsi 
su di questa retta : spesso ve ne son molte 
ciascuna delle quali avrà egualmente la pro- 
prietà di determinar tutte le allre , se una 
volta essa fosse cognita ; or tra quelle ve ne 
sono tali , che condurrebbero ad equazioni 
più composte le une delle altre. Per ajutare 
a determinarsi sulla scelta in questi casi , qui 
si stabilirà la regola seguente. 

273. Se tra le rette o le grandezze , che es- 
sendo prese ciascuna per V incognita , potreb- 
bero servire a determinar tutte le altre gran- 
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dezze , se ne trovino due , che corrispondano 
dell' islesso modo , tal che si preveda , che 

V una o V altra condurrebbe alla stessa equa- 
zione ( non avuto riguardo a* segni + o- ); 
al/or sarà espediente di non impiegar nè 

V una nè l' altra , ma di prendere per incognita 
un'altra grandezza , che dipenda egualmente 
da ciascuna di esse ; per esempio , di prendere 
per incognita la semisomma , o la scmidiffe- 
renza di esse , o la media proporzionale tra 
le medesime , o ec. Ed in tal modo si giun- 
gerà sempre ad una equazione più semplice di 
quella, in cui s’impiegasse l’una, o l’altra. 

Il problema , che si è risoluto (270) può 
somministrarne un esempio. In esso niente fa 
decidere a prendere piuttosto AD , che A E 
per incognita ( Jig . 25 ) ; prendendo AD per 
l’ incognita x , si avrà x -}- c per'AE ; e pren- 
dendo AE per F incognita x , si avrebbe avu- 
to «a? — c per AD , e del rimanente , il cal- 
colo in ciascun caso è, lo stesso in modo , che 
1 equazione sarà differente solo ne’ segni. Ecco 
perche se in vece di prendere alcuna di esse per 
incognita, si prenda la semisómma delle medesi- 
me, che chiamisi o.x\ come per le condizioni del 
problema , è data la differenza DE delle stesse, 
e< l è = c , si avrà ( Geom. 3 ot ) AE =; 


x 3 C£ 1 -AD — x — — c] ed impiegando 

gli stessi principi adoprati in questa prima 
soluzione , si avrà 1* equazione ( x -J- - c )x 

( x — c ) = ab , o sia x' — j c 1 = ab , 

che e |)iù semplice , e che esibisce x = 
c * + ab Dal che facilmente si de- 
duce , che AE , che è espressa da x -f- — c, 
saru= ~ c + y~ (jC' + ab),edAD = 

2 ° + ( T c* + ab J , come di so- 

pra (270). 

Il seguente problema somministrerà varj 
esempj delP applicazione dello stesso principio. 

274. Dal punto D ( fig. 27 ) dato dentro 
dell angolo retto IAE , ed equidistante dai 
suoi due lati IA , ed AE , tirare una retta 
BD ifi modo , che la sua parte CB compresa 
nell angolo retto EAB conseguente del dato 
EAI , pareggi una retta data. 

Abbassate le perpendicolari , DE , DI , si 
può indifferentemente prendere per incognita 
CE o AD , AC o IB , CD o DB. Si prenda 
pei esempio CE , che chiamisi x } e ciascuna 
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delle due rette uguali DE , DI pongasi uguale 
ad a , ed esprimasi con c la data retta , cui 
dev 9 essere uguale BC ; sarà AC = AE — 
CE = a — x , ed i triangoli" simili DEC , 
CAB daranno CE : DE :: AC : AB , cioè 

oc: a’.', a — oc : AB , da cui si ha AB = 

x 

Ma pel triangolo rettangolo CB A {Geom. 164) 
si ha AC 2 -f- AB 2 — BC 2 , in cui sostituendo 


i valori algebrici, si avrà ( a — oc)' + (~7 


= c\ o sia a 2 — 2 aoc + x' + 


a\ — 2 a 3 x -}- a* x* 


x * 


— c 1 , o pure togliendo il denominatore , tras- 
ponendo , e riducendo , oc 4 — aax* + 2 a 2 oc 1 

— c’ oc' — 2a J x -f -a*= o ; equazione del 
quarto grado , ma però che non è la più 
semplice , che possa impiegarsi per risolvere 
questo problema.. * 

Se in vece di prendere' CE per incognita , 
prendesi IB , allora ponendo IB = x , ed imi- 
tando la precedente soluzione , si avrà un equa- 
zione , in cui vi sarà x — a in luogo di a — x , 
e che sarà assolutamente la stessa della prece- 
dente, perchè tali grandezze sono elevate a qua- 
drato. Quella in cui si prenderà AB per inco- 
gnita, differirà nei soli segni dall’ altra , in cui 



si prenderà AC per incognita. In riguardo a 
DB , e DC , l'equazione in cui una di esse 
sarà presa pèr incognita , differirà nei soli 
segni da quella in cui 1’ altra si prenderà per 
incognita : dunque non bisogna prendere al- 
cuna di tali rette. 

Ma se prendesi per incognita la somma 
delle due rette DB e DC , e tal somma chia- 
ritisi ax, allora {Geom. 3oi ) si avrà DB 

i i 

= x 4- — c , c D C ~ x — — c;orlepa- 

rallelé DJ e CA , per trovare AB ed AC , 
offrono le due seguenti proporzioni DC : CB 
II IA o DE : AB , e DB : CB li DI. AC ; cioè 

x c: c II a : AB , edx -] — c : c Ila : AC\ 

2 '2 

dunque AB — — , ed A C = 

x c 

2 

» 

a c 

: — ; e come il triangolo rettangolo CAB 

x H c 

2 

offra AB 2 -j- AC' = BC così — 

(•*•- r c )' 

a’ c' 

-J = o p U re , levando i frat- 

( x + ~ c y 

... r l 

ti , e dividendo per c' , a' ( x H c )' ~h 


V 
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a' (x — = (•*■ + ^ c) 1 X (x — — c)’; e fa- 

cendo le indicate operazioni, trasponendo, e 
riducendo, si ha a? 4 — c 2 + '2a* ^ x* = 

— à 1 c 1 — -T- c^, la quale invero è anche di 

a j 6 / 1 

quarto grado, ma però che si /risolve (173) 

. come quelle del secondo. 

Si perverrà anche ad equazioni assai sem- 
plici , se impiegami due incognite, una delle 
quali sia la somma delle due rette As B ed 
AC , e li altra la differenza di esse , cioè se si 
fa AB + AC = zx , ed AB — AC = 
2jr , lo che darà AB = x -f- y , ed AC = 
x — y \ il triangolo rettangolo ABC darà 
AB 2 + A C 2 — BC 2 , ed i triangoli simili 
ABC , 1 BD daranno (Geom. 209) AB : AC 
:: IB : II) ; da cui si avranno le due equa- 
zioni necessarie per (sterminare x ed y ; da 
una si rileverà il valore di x 2 , ché sostituito 
nell’ altra , darà per y una equazione di se- 
condo grado. Ma si lasci a Principianti di com- 
pir questo caldàio per esercitarsi , e si ritorni 
alla stabilita equazione. 

Conformemente a ciò che si è esposto (173) , 

si avrà x4— c 2 -f ia 2 ) x 2 + (jr c 2 -f c£y 


*■ 
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=( t c ’ + " , )’ + T c ’ ~^ 4 = 

« 2 c 2 -j- a4; estraendo la radice quadrata, x 1 — 
c 2 + a* ^ y ( a 9 ' c 3 a 1 ) , onde 

x* =• j c J -f a J i y ( « 2 c 2 + c& ) : lindi— 
mente estraendo di nuovo la radice quadrata, si 
avrà x = + y [jC 2 + a 2 ± ^(fl 2 c’ + n4 ) J , 

osi ax — ±y[^-c 2 -+- à 1 ±aV' (c 2 + a’)Q. 

4* ' 

Dei quattro valori di x , clic si hanno dalla 
doppia combinazione dei due segni i, un solo 
appartiene alla quistionc, che è stata proposta, e 

qurcsto ex—y (^c a + a' + « y(c'+a')\ 

Il valore x = y (Jjr c 2 +a 2 — 

risolve il problema pel caso , nel quale si 
dimanderebbe che Libretta CB fosse, nello 
stesso angolo , in cui è il punto D , reg- 
gasi ( figura 2 8 ) ; ed allora x non rap- 
pl-'esenta la semisomma, ma la semidifFerenza 
delle due rette BD , e DC ; ilei che è facile 
convincersi chiamando ax questa differenza , 
e risolvendo il problema nello stesso superiore 

modo ; perche si avrà DB = ~ c -j- x, CD 


* 


( * > 

=^- c — x è è ie parallele DI , ^ Cùf^ÌA- 


. ** » 

•ranno 


5 CB y pi : 4 M f e : 
PB ’A Af c j?Ì? , <to v eia + i*T{ c^: a : 


• • 

» Cb/ , ed~— c — ìc : c !: <* :* AB ; dunque CA 


ac 


, ed AB : 
-L c~f x ' 


! a c 


1 .. 
fbo.de pel tranga- 


— c — x. 

2 « 

a * c* 


lo rettangolo CABsi&yv'd— — + 


(f+? (r-*> 

= c 2 , o ip seguito delle stesse operazioni di qui 
sopra, «4 — c*’-f 2 a 4 ^ d a c* 

.f 4 * ' * -> 

* < gtf, equazione che assolutamente è la 

* . *. 
stessa.' di quella t che si è trovata per la som- 
ma delle i^ue retta. BD , e DC ( Jìg. 27 )„ 
dunque la stessa equazione soddisfacendo ai 
due casi, una delle tjjpe radici deve dar la 
sorn^na , e d’ altra Xa difìi^errza; ora facilmente 
si vede «6e le .ctìffc radici , che debliónsi po- 
dere son quelleàndicate , poiché due . altre 
essendo tutte negative , dchl/ono appartenere 
a casi totalmente oppòsti aiutili, ehqsonosi 
considerati in ciascuna soluzione. 

i - / 

In quanto a queste due altre radici, per trovare a 
quali casi esse appartengono bisogna osservare , che nel 

* 6 ' * ■ 




r. 


V 


Digitized by Google 


•-*/ 




( 8 . ) 


prescm* problema , o almeno nell' equazione , tucul* 

determina , se il giunto D (Jìg- 3? } è ( come si « 
supposto da. principio ) al di’ sotto di At ed a • sinistra 
di AE , o 'al con^ario , se e|li V *1 di sotto della pri-, !"£ 
ma rètta , ed a destfa della seconda , cèrne qui ve- 
desi ip riguardo di *Af /' ed A' E' ; ora in questo caso . 
la grandezza a è negativa perchè cade da’ lati opposti -* 

* quelli , nei quafi prima cadeva *, dunque si arra la 
soluzione competente a questo caso, sé' , 'ìfieJl , Sequazion« 

«4 


2 a‘ ^ ar*, ec. rinvenuta ^uì sopra , 


ri si pone — ft in vece di -f- a , ifta come allora tale 
equazione nou si-altera , co^i ne segue che questa stessa 
equazione deve anche risolvere questi"nuovi due casi. 
Dunque gli altri due valori di v sono uno la somma 
delle due rette DB* , DC 1 (Jìg 37 ) , e 1 ' altro la 
differenza di esse (_^g. 28 ). Ed in dalli vedesr, die 
in questa nuova posizione, i punti lì e C cadono dai 
lati opposti a quelli in cui prima ojiddvàno , e che 
quindi si- la somma, che la diffosgnza delle due rette 
DB* e D & -dev’ esser negativa , ‘^me in latti l’ esi- 


bisce 1’ equazióne. 


% * 


Àv * Jè»< 


Per costruir la trovata soluzSfc 


ne. 


A jS 

sa di 


A E prolunga fa ( Jlgi 27 È- 28 ) i? penderà 
la parte AjV=±^c i e tirata ifcV, quest* ultima 
si porteci su di DI prolungati?" da 1 in K : 
su di DK come diamertto si descriverà' il se- 
micerchio I£LD\ che sarà incontrato in L da 
Al prolungata^ Dal punto medio //di AN si 
tirerà IH , che si porterà da / in M ( Jtg 37 ) , 

^ v è * 


,--5 


• * e 
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« si avrà Z i/ pel primo valore di x j ma nella 
figura 38 , coi centro L e ’coti un raggio 
uguale ad IH , si descriverà un archetto , che 

taglierà IK in M ed IM 'sarà il secondo va- 

• # ( .. 

lore 1 di x ; e poiché si ha BD = x -f- — t , 

perciò si avrò BD === LM AH ( Jig. 27 ) , 
fi BD '±=iIM -f- AH ( Jig . 28 ) ; così, rimarrà 
sqlo a descrivere col cesitro D B e col raggio- 
BD , fhe ora w si è determinato , un arco' , che 
taglierà IA prolungata in B , e f)B sarò la 
chiesta retta. In fatti , il triangolo rettangolo 
IAN ( Jig. .37 e 28 ) esibisce IN o sia IK 
r (*/4. a + AN}=^'V ( -f- c’ > , e per 

essere Z/ media proporzionale tra DI ed IK t 
si ha IL 2 == Df X IK = a fA ( a’ + c’ ), 
ma il triangolo rettangolo IAH offre III , © 

/Af = ( IA * *-f AH')x=J ^ ( a*+ - , 

*•...» » :* V "là 

e per l’altro triangolo rettangolo Z/i)/(j^g. 27^, 

si ha ZM = 7^(M/ 3 + ZZ 2 ) = ^/i a + c* 

+ a iK“ ("a 2 ^ ; e \ Jig. 28 ) 

IM=lA ( LM 2 -JL* )^V [«’ + ^ 

— a I / ~ ('a* c > ) p 0 — x * ■ "** 

'Relativamente a quell’ ultiròo valore 1 * bisogna 
••servare , che la Costruzione esibita supponi » 


) by Google 
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4bc a8)*è maggiore «li LI, » d 

,jùù eguale* Se essa fosse minore , il proble- 
ma sarebbe impossibile p,er quest’ ultimo caso; 
lo che è. anche indicato dall’ ifìgebra ; perchè 

nel valore di x = jC '[ a 1 — 77 c 2 — 

’ 4 

a ) J, se a 2 -f- — c 2 , che è //iT 2 , 

à minore di aj^ ( a 2 -}- c 2 ) , che è IL 1 , la 
grandezza sottoposta al radicale universale Sarà 
•negativa , « perciò il valore' di x sara im- 
maginario. . * ; 

Prendendo per incognita la somma delle due 
rette DB e DC (fìg. 27 ) o la differenza di 
esse (Jìg> 28), si è giunto ad una equazione 
più semplice , che se si fosse presa , CE , o 
AC , o AB , o IB, perchè il rapporto delle 
rette DB , e DC colle altre IB ed ÀB è si- 
mile a quello che le stesse DB e DC serbano 
con AC e CE , cioè qhe esse posson determi- 
narsi con simili operazioni impiegando IB ed 
AB , 0 AC ’ e CE. In generale , come l’equa- 
zione deve contenere tutti li differenti rap- 
porti , che la grandenza cercata può avere con 
Quelle da cui essa dipende ; così tale equa- 
«ione sarà sempre tanto più semplice , quanto 
la grandezza , ojje si Sceglierà per incognita , 
meno rapporti differenti cplle altre * ec- 
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itone un esempio molto sensibile in quest’ al- 
tra soluzione dello stesso problema. 

3^5. Poiché 1* angolo CAB (fìg- 29 ) è ret- 
to, -■ perciò fei capisce , che su di CJÌ come 
diametro se' descrivcsi il semicerchio , esso pas- 
serà, pel punto A : si tira la retta Dsl , che 
prolungata incontra la circonferenza in M ; ad* 
lora facilménte si vede , che per essere uguali 
le .rette DI , DE , 1’ .angolo DAI , 0 il si; a 
uguale BAM sala di 4^ gradi ; «d avendo 
quest’ultimo per misura la metà dell* arqoMJB 
( Geom. 63 ) , questo sarà dunque di 90° , on- 
de Se si tira il raggio LM ^ il triangolo DLM 

sarà rettangolo , per cui abbassando su DM. la 

« 

perpendicolare LN , il lato LM ( Geom. in ) 
sarà medio proporzionale tra DM ed MN , o 
tra DM , ed AN , perchè la perpendicolare 
LN rende 1 AN— NM ( Geom. 52). Da ciò £ 
facile avere una semplicissima soluzione ; pren- 
dendo AN per incognita. 

Chiamando x questa retta AN\ e d la cognita 
DA , allora DM sarà d + ix , ma per quel 
che si è osservato , si ha DM : ML : : LM ; 


MN , dunque d -J- ax : ~ c ~ è x , ner 

• V 

cui dx-\- 2#’==^ c'j osia X* 4* -j- dx a* .^?V 
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« risolvendo questa equazione , risulta Jr == 

- H ±r (r6 v<I + -5 e 0-, ’ 


Per costruire tal grandezza ponesi sotto 
questa forma x = — . dì d? -j- 


e' + j -gC a ^ . Su dei lati Ao , AI dell’ angoli 
retto 7^o, si prendono le parti Am, An ciascu- 
na uguale ad— c, e compiendo il quadrato Ampn, 
vi si tira la diagonale^), che sarà perpencH- 

■ y i ' f r \ 

colare a fyAkeà uguale a V (jg r 

si prende di più su di AD la parte Ar = 
— d= -jr AD , e tirando pr , si ha pr = 

K {Ar- + Ap- ) = V (jj c»+ i c 1 ), 

dunque’per avere il primo valor di o-, devesi so- 
lamente sottrarre — d da pr, lo che si esegue de- 
scrivendo col centro r , e col raggio rp un ar- 
co che taglia DM in N , determinandosi cosi 
AN pel prime valore di x; in modo che li- 
bando su dj essa dal punto iVJa perpendico- 
lare NL , che si farà tagliare in L da un arco 

d«|jgptto col cèntro A V col raggio— ó , ai 


.. C 8*7 ) 

aigà il punito L , pel quale e per l’ altre B 
tirando DCB , si avrà la soluzione. 

. In quanto al secóndo valore x p= — d — 

V (jtì *' + 7^ + 7£ e ’) » si otterrà Po- 

tando rp da r in N* , perchè allora essendo 

' • ^ | 

AN 1 =±= Ar ' 4 - riV 7 , essa equivalerà ad -r d + 

•’ 4 

V ( d' 4- ~ c' H- ~ c' J , cioè sarà uguale 

al secondo valore di x cambiandovi i segni, 
e come essa cade dal lato opposto alla prima , 
così avuto riguardo a tutto , la medesima sarà 
il vero.v?lor di a? in questo secondo caso.. 
Dunque dal pp.nto N 1 anche si eleverà la per- 
pendicolare JY'L che si taglierà in V con un 
arco descritto parimente col centro A e col rag- 
gio ■— c ; allora tirando pel punto V e per 

l’altro D la retta B'L'D , si avrà la seconda 
soluzione , di cui può esser capace il problr- 
•roa :• di qual cosa facilmente si può rimaner 
convinto applicando sulla figura 3o tutto ciò, 
che si è’detto sull? figura .39 dal principio di 
questa soluzione : si vedrà , che chiamando x 
AN o MN , e conservando tutte le medesime 
denominazioni , si avrà DM : ML T: ML : w* 
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eioè 2X — d : — e :: e : x , e per eon£- 

a a * , , 

guenza 3 .T* — c?.r = ^ c* dai cui si ha ac= *^ 

d± ^(Ì6 d * + T6 C * + i >* *I uali 

due valori , uno è precisamente lo stesso , che 
quello di cui t battasi , i segni sonp soltanto 
differenti , come in Fatti dev* essere. 

Ma qui si presenta di fare un’ importante 
riflessione. Può accadete che 1 ’ arco , che si 
vorrà descrivere col centro A ( Jìg. 29 ) , e 

col raggio — c , non incontra la perpendico- 

• i • 

lare N'L' , perchè la grandezza -+ p può es- 
ser minóre di AN\ Or si è, detto , che quan- 
do i problemi di secondo grado sono impos- 
sibili, P Algebra lo dinota : intanto dall* equa- 

zione *= — J <l±r~(z < 1 * + fe * + 75 *"). 

non si rileva in alcun modo in quali casi 'ha 
luogo questa impossibilità , •perchè tutto ciò 
che esiste sotto del radicale , "è necessariamente ' 
positivo. 

Ecco lo snodamento di questa difficoltà. É 
indubitato, che quando un problema espresso, 
algebricamente è iuqjossiìnle., che l’algebra ma- 
m|qsta questa impossibilità ; ma bisogna ri- 

/ 
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flettere attentamente , che ciò accade , quando 
coll’algebra medesima si è espresso tutto quello, 
che suppone il problema, sia esplicitamente, sia 
implicitamente ; or questo è precisamente quel- 
lo , che qui non si avvera. Infatti, il problema 
suppone tacitamente , che i tre punti"/?, A,L 
non istanno\ per dritto , e questo appunto è 
quello che non si è espresso algebricamente,; 
si è espresso òhe LM .p.m media proporzio- 
nale tra DM , ed MN , proprietà che appar- 
tiene al triangolo rettangolo , ma che può aver 
luogo , quando i tre punti D , A , L son sup- 
posti in linea -retta. In fatti è chiaro , che si 
può propoì-re questo problema : Trovare sulla 
retta indeterminata DL.( fìg. 3i )„ una tale 
parte AM giacente tra te altre sue due parti 
DA ed ML date- di magnitudine , 1 che ML 
. ' sia media proporzionale tra DM cd MN, po- 
stò che N sia il punto medio di AM. Or quei 
sto problema , come facilmente se ne può as- 
sicurare , conduce precisamente alla stessa su*- 
periore equazione , e questa offre due solu- 
zioni , una pel caso in cui i due punti A ed* 
M sono 'tra D. cd Z, l’altra pel «caso 1 contra- 
rio. Dunque non deve sorprendere , che l’ al- 
gebra niente dinota quando il primiero pro- 
blema diviene impossibile ( almeno ili uno to' 
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questi casi ) ; poiché essa deve esibire la so- 
luzione di questo secondo problema , eh’ è sem- 
pre possibile. >. • . . x ; s 

276. Questa riflessione conduce a distin- 
guere due specie di problemi , cioè i concreti , 
e gli astraiti. Per i primi debbonsi intender 
quelli della natura dell’ antipenultimo , ove 
tutto -ciò chte cercasi è specificalo o partico- 
larizzato coiyjualche, condizione , qualche pro- 
prietà , o qualche particolare costruzione , ehe 
l’ equazione non esprime. I secondi al contra- 
rio , saran quelli ove le grandezze son consi- 
derate unicamente come grandezze, ed ove l’e- 
quazione esprime tutto ciò, che 'contiene ij pro- 
blema , come appunto è 1’ ultimo di quelli , 
che si son recali. Quésti posson sempre avere * 
tante soluzioni sia positive , sia negative , 
quante reali nc ha 1’ equazione : mentre che 
il numero delle soluzioni di un problema con- 
creto spesso è minore anche del numero delle 
soluzioni positive dell’ equazione ; il seguente 
problema, dii’ è di quest’ ultima specie, ne 
somministra un esempio. 

a jy. Suppongasi che ABED (Jìg, 3 a ) rap- 
presenti una sfera , generata dal rivolgimento 
del semicerchio ABE , intorno del suo diame- 
tro AÈ. In tal rivolgimento , il settore ABC ~ 
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genera un settore sferico , eh’ h composto dal 
segmento sferico generato dal semisegmento 
circolare ABP , e dal cono retto generato dal 
triangolo rettangolo BPÙ. Suppongasi voler 
sapere , quando saranno uguali, tal cono , ed 
il, settore sferico* 

Per risolvere questtf^problema , bisogna ri- 
cordarsi ( Geoin. 247 ) , che il settore sferico 
si ottiene moltiplicando la sua superficie Sfe- 
rica BAD , pel terzo del raggio AC. Ma tal 
superficie sferica ( Geom. 325 ) si ha molti- 
plicando la sua altezza AP > per La ^periferia 
del cerchio massimo ABED. Dunque ponen- 
do A C.= a , AP = x , ecl esprimendo per 
r : c il rapporto del raggio di un cerchio , alla 
sua circonferenza ; fatta la proporzione r : c li 


a: al quarta proporzionale , che sarà ~ , que- 
sto darà la circonferenza ABDE ; dunque 
la superficie sferica BAD del settore , sarà 

= —p— , e la sua solidità = — — x — a =s — — . 

Per avere la solidità del cono , bisogna 
moltiplicare la- sua base , cioè il cerchio che 
ha per raggio BP , pel terzo dell’ altezza 
CP : ma CP =s= CA , AP = a — x ■ , e 
CB = a 7 dunque nel triangolo rettangolo 
&PC , si ha BP sns V~ ,( CB ' _ P& ) =à 



§ 


? 
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V ( a' — a 7 +' sax — x' )= V~ ( a ax — x*) \ 
dunque facendo r : c i: ( amr — a:’ ) : «1 

quarto proporzionale, che sarà = ^V(^x — ar») 

r 

questo esprimerà la periferia del raggiò ■B'P : 
onde la superficie di tal cerchio , sarà = 

e y ( lax — ^ y.( 34*- — ) c ( - mx — ** ) 

r X 3 ^ ' ’ 

quipdi moltiplicando questa , pel terzo di CP , 

n . 

— > 8* nvrà il cono generato dal 


o sia 


per 


triangolo rettangolo JBPC = ° — ‘ > "' t — — x 


a — x 


c (jiax — a:’) (a — x) 


Ora affinchè; il co- 


3 2 . 3. r 

no paréggi il segmento bisogna , che il-selto- 
re , il quale è somma di ambedue , sia dop- 
pio o dell’uno y o deli’ altro , bisogna dun- 

que ché — — = —LA =* 

* 3r 2 , 3. r 


c ( ittx — x’ ) (a — X ) 


3 r 


; e questa è equazione^, 


cl»e scioglierà il problema , la quale si può 
semplicizzare sopprimendovi 3r con^un divisore 
dei suoi membri , e ex cbinun fattore di essi , 
«ducendosi così la medesima ad a' = ( sa — x~) 
X (a— x), o sia ad x 1 — 3 ax = — <? \ da eui 
colle regole deila prima Sezione , si ha x =^» 
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3 -j ^ # , 

—'a + j. Ora di queste due radici , la 

soia x = -a — y-^ a^J può soddisfare, per- 

* # % « - . 

chò è evidente , che x = — a -jr Y~ es- 
sendo maggióre di 2 a , cioè del diametro, la 
soluzione da essa indicata , non può convenire 
alia sfera. 

3 

Se vuol costruirsi la soluzione x = — à — 

a 

5 X*’ . ^ £ 

a’pj, si porrà sotto di questa forma 

x = — a — ^ (J^r a* —d‘ ^ e presa AM == 

— d , su di essa. come diametro, si descri- 
a 1 T 

vera il semicerchio AOM , in cui applica- 
tavi la corda AÓ„ = A, si tirerà OM , che 
si porterà verso A da M in P ; e’ 1 punto P 
ove essa terminerà , ne darà l’altezza AP = x- 
In fatti , pel triangolo rettangolo A OM , si 
ha OM o sia MP = V ( AM* - AO * ) = 


V (~j~ a * — «’ ^ ; dunque AP =AM -r- MP = 

t * - r (x*—’)= x - 

^ 3 

In quanto alla seconda soluzione ~ a + 

V essa come si .è detto , non appar- 


■ 
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tieue in alcun modo al presente problema ; ma 

però spetta , come pure la prima , a quest’altro 
problema astratto , somministrato dalla lettura 
dell’ equazione x a — 3«x = — osia 3 dx — 
x a = a a . Divisa la data retta AN ( fig. 33. ) 
in tre parti uguali nei due punti B e D , tro- 
var nella sua direzione un punto P tale , che 
la parte AD sia media proporzionale tra le 
distanze , che il punto P serbti dai suoi estre- 
mi A ed N. Iti fatti , se chiamasi a il terzo 
AD della data -retta AN , ed AP , x, si 
avrà PN == 3 a ^ — x ; e le condizioni del, pro- 
blema danno questa proporzione x : a a : 
3 a — x , da eoi si ha Questa equazióne 3ax 


x J 


— 3 

a 2 , le cui radici sono x-— — a ì 


vOt-D 


■come qui 6 opra , e si avranno am- 


bedue anche Colla Stessa costruzione-, eccetto 

* t 5 

che per la seconda x — — a + , si 

porterà MO da M in P' verso N , ed allora 
AP ed A P' saranno i’due Valori di x. 

Altre applicazioni delV Algebra , a diversi 
. . , oggetti- - . -v • 

178 . Per risolvere l’ ultimo problema, si à 
stato nell' obbligo di calcolare l'espressione 
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algebrica di un settore sferico , e del cono ch« 
ne fa parte. I corpi considerati in Geometria, 
rinvengonsi spesso in più problemi , e parti- 
colarmenle nei Fisico-matematici , perchè essi 
sono gli elementi di tutti gli altri. Dunque 
convien rendersi familiari le algebriche espres- 
sioni , o della totalità di essi , o delle parti 
dei medesimi. Oltre che ciò saia utile nella 
quarta parte di questo corso , e ne sommini- 
strerà F occasione di far vedere F utilità del- 
F Algebra anche per paragonar tali corpi , e per 
misurar quelli che rapportar Vi si possono. 

Se si rappresolo generalmente- p>er r : c il 
rapporto del raggio db un cerchio , alla sua 
circonferenza [ rapporto, che si conosce con unà 
più che sufficiente esattezza (Geom. i 5 g ) per 
la pratica J , in tal caso la circonferenza di 

ogni altro cerchio del raggio a, sarà — , «la 

• V , I - r 

sua superficie sara=^= — x— ^ = — 

T 2 2 r V. 

Da ciò vedesi , che le superficie dei cerchi' 
crescono come i quadrati dei raggi di essi ; per- 
che essendo ~ sempre dello stesso valore , la 

. X « 

•' a 9 t * ; - • . < + 

grandezza — — - crescé a proporzione , che era- " 


$« h è 1’ aRewa di un cilindro , il raggio delia cui 


bare è a , « avrà ( Geom. 237 ) 


a’ c 


a r 


X h per la tua 


fl c 

«olidità : iimilmente si avià — X h r 1 p er l a soli 


2 r 


dilà di un altro cilindro, la cui altezza sarà h‘ , ed 
a 1 il raggio della sua base in modo che le solidità di 


essi saranno 


2 r 


Xh 


2 r 


X h' h: a' 1 h' , 


C * f ' , 

sopprimendo il coinuu l’atLore — 5 cioè, che le solidità 

di essi son come % prodotti delle altezze dei medesimi, 
per i quadrati dei raggi delie basi dei stessi. Se le altezze 
sono proporzionali ai raggi -delle basi di essi, allora h: 

a r h , , n ' 3 h 

l> li a : a 1 , onde h* =; ,ed af * h'= . , per 

... ci a 

a fì h 

cui a’ h : h 1 1 ; a’ h : — , — II a 3 : a n ( sopprimen- 

ti 

do il conino fattore h , e moltiplicando per a ) 5 cioè 
le solidità di essi tarali 'come i cubi dei raggi delle 
rispettive basi. 


Generalmente le superficie , come si è ve- 
duto in Geometria , dipendono dal prodotto di 
due dimensioni, ed i solidi da quello di tre; cosi 
se ciascuna dimensione di uno dei due solidi, o 
delle due superficie ,• die si paragonano , è a 

ciascuna dimensione dell’ altro , in uno stesso 

/> 

rapporto , tali superficie saran. còfrne i qua- 
drati , e tali solidi come i cubi 'di due dhhem- 
stoni oipologhe ; ed anche più generalmente , 


>( 97 ) 

se due qualunque grandezze della stessa na- 
tura sono espresse sì 1* una , che 1’ altra dal 
prodotto di quanti fattori si vogliano , e se 
-ciascun fattoi^ dell’ una sta a ciascun fattore 
dell’altra, in yuo- stesso rapporto ; queste due 
grandezze saran come due fattori omologhi di 
esse , elevati ciascuno alla potenza indicata dal 
numero dei medesimi. Per esempio , se una 
grandezza è espressa da abcd , ed un’altra da 
a'b'c'd ', è chiaro che esse saran II abcd : a'b'c'd \ 
dunque se a : a! Il b : b' :: c :c' :: d : d' , sarà 


b'= 


a> b 


a' fi 


, d' . 


. a' b a' c a 1 d 

■ a X -X — X — : 

a . a a 


abcd : a'b'c'd' li abcd 


a ♦ : a"*. 


ft'-i ed 
a 7 

a'< bei 


a'b'dd ' 


a* 

a 1 * bei 


, per cui 

a'* ' 

a : -, :: 


Lo stesso accaderà , quando tali grandezze 
non saranno espresse con monomj ; per esem- 
pio , se sono espresse , una per ab + cd , è 
l’altra per a'b' -f- <fd? ; p dsto che le dimensioni 
della prima , 9on proporzionali a quelle della 
seconda, tali grandezze saranno IZ a* : cl* ;iin 
fatti perchè a ; a' l: b : V :;<? : c' lld .d' , si 


i il a'b a' c ,, a' d 

avra b — — , c = — , d = , per cui U 

rapporto ab + cd ì * 6'b' + c'd' diverrà ab- f- cd : 

*.■ 7 


(98) t '• ;•* 

V* b . a u cd . , , , fi 1 ’ a b + a # * d’* 

— + T^T- » 0 sw ab + cd : 

pure n’ ( ab -f- cd ) : a ' 2 ( ab + cd ) , o final- 
a 2 : a ' 2 . 

Quest’ ultima osservazione Rimostra in un 
modo generale , che le superficie delle figure 
simili, sono come i quadrali di due delle loro 
dimensioni omologhe; e come i cubi di que- 
ste , le solidità dei solidi simili ; perchè qua- 
lunque sieno tali figure, o tali solidi , le pri- 
me possonsi sempre considerare come compo- 
ste di triangoli simili, di cui le basi, e le al- 
tezze son proporzionali in ciascuna figura ; e 
gli ultimi posson considerarsi come composti 
di piramidi simili , le cui tre dimensioni sono 
anche proporzionali.- * ' ' ' 

Da ciò vedesi come possonsi facilmente pa- 
ragonar le grandezze , Quando se ne ha l’ al- 
gebrica espressione , sieno esse . della stessa , 

9 pure -di diversa specie , come un cono ed 
una sfera un prisma ed .un cilindro , pw-> 
che sien. solo della stessa natura., cioè o amen» 
due solidi , o amendue superficie^ o ec. 

•Jtb , '<* « jh-kt' .*< * t’m- j ! y % ap : 

279. Si è detto ( Geom. ) come proceder si deve 

per avere la solidità di un tionco di piramide, o di un 
cono. Se dunque chiamasi h l’,ahe7 za delfiniera pira- 
mide , ed h 1 T altezza della piramide tolta ; t la super- 


V 
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fide della base inferiore , ed s* quella della b»*e su- 
periore , si avrà ( Geum. 3oa ) s : s 1 *' h* : h 1 * j onda 

h 1 1 !L-t- , o sia h ' =& y/ — ; ma se chiamasi k l’ al- 

s ■' s 

- : ■ .. .**: ■ " 

tezza del tronco , sarà k =z k — h 1 — h — h\ — 

... ‘ ‘ <f s 

b V s — £ V 4 * j • l & V s r\ i 

— I * — : da cui si lia h = ! .Orla so* 

V 4 - T ■ * V 4 — V * 

; •• \ . v r h * ' : 

Udita dell’intera piramide è s X— , e quella della piramide 

** ’ 3 

J I ‘ h ♦ * - - 

tolta è s* X = s' X — V — j col sostituire in vece di 

* JL 3 .3 s 


hf il suo valore già ritrovato; dunque la solidità del tro^- 

J»s fa' V s< h / s' V s' 

co = — fc. = - - ( Si — f ) = - - 

- • - 3 ' d’V s 3 v $ * s 

( ^fr )i pongasi ^ un i ue pt * fl suo $£ 

V IrVs v> / S V 4 — s> y^\ 

Tato valore, e.*, av^ 


V IrVs v> / S V 4 

Tato valore, e.*. y7^> 

che riducesi a — ( — ) » 0 sla 11 y** 

( s -j- y sì* 4 1 4< ) , col dividere per y/t — ' ys* $ lo chip 

dimostra , che ogni piramide o cono troncato , è com- 
posto di tre piramidi della stessa altezza A, delle quali 
la prima ha per base , la base inferiore s del tronco, 
la seconda , la base superiore s 1 di esso , e la terza , 
la media proporzionale \ ss' , tra la base superiore s 7 
e l’ inferiore s; perchè per arere la solidità di queste 
tre piramidi della stessa altezza , basta moltiplioare la 

* v * 

somma s -}- V*s' -|* s' delle basi diesse, per — eh’ è il 
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della comune altezza k delle medetime , come ap- 
punto vico dinotato dalla provata analitica grandezza. 
380. Se a rappresenta il raggio di una sfe- 

ra, — sarà la superficie del suo Cerchio mas- 


4ca J 


2 ca 


simo ; — ^ , 0 sia sarà la superficie della 


co* 4 


stessa sfera : e perciò — -Xr -a. o sia — X 
r ar 3 ar 

^ sarà la sua solidità ( Geom. 333 e 344 )• 

Se chiamasi x l’ altezza di un qualunque 
segmento di essa , si avrà , come si è veduto 

f • . * 

a' ex 


peli* ultimo problema , P er solidità 

? ^ C M 

del settore-, é — x ( 2 ax — x 7 ) X — 7 


per 


Quella del cono in esso cqntenuto ; dunque 


( Geoqi. 348 ) quella del semento sarà 


a'cx 
3 r 


a — x c _ ^ 2 ax — x * 


«f- ( 3 < 2 .r — X' ) ■ 

ir ' ' 3 3r L 2 

e 2 a’** p — 2o’i^-}-<7^r ? -j-2<Tx , — '** 


3r 




X(a — 

' ' e 3 ax* — x ì ex * 1 f • • 

= 3 ; 2 =— X( a -J*)‘> cloeIa 

solidità di un segmento sferico è uguale al 
prodotto del cerchio , che ha per raggio la sua 
altezza , moltiplicato pel raggio sferico dimi- 
nuito del terzo di tale altezza. 
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Quando si ha 1* algebrica espressione détte 
grandezze facilmente risolvonsi varj problemi 
che possono riguardarle. 

Per esempio^, se cercasi l’altezza diquelcoDo, che 
sarà uguale ad una data sfera, e che avrà per raggio 
della sua. base quello della stessa sfera : chiamando h la 
sua altezza, ed a il raggio della sua base, la sua solidità 


. c 3 fi 

sara espressa per — X ; ma esso deve pareggiar 

zr 3 


la sfera anche del raggio a , dunque si avrà JÌL'X* 

* 2r 


a x h c 4 «* . 

“‘Y* — X — — , in quale equazione sopprìmendo in 


C nr 

ciascun membro il comun fattore X — , si ol-tiemi 

i ir 3 


i.= 4ct. • ... , - ■> ■; ■ ; \ f , 

f Questo valor di h dinota", che 1’ altezza del cono 
dev essere dupla del diametro della data sfera , come 
in fatti esser deve; perchè essendo la sfera ( Gèom . a5<J) 

2 'L ** * . **“ '* y ■'** à 

b -j- cilindro circoscrittole , dev’ esser dupla del 


cono], che con tal cilindro ha la stessa base e la stessa 
altezza , e perciò uguale ad un cono della medesima 
base, e di doppia altezza. 

a8i. Per esibirne anche un'altro esempio , proporti- 
gasi questo probleìnà : Conoscendo il peso di una sfera 
nell'aria, e# anche nell'acqua-, determinarne il raggia. 

Per risolverlo , si supporrà un principia d’ idrosta& 
ca , che verrà dimostrato nella quarta Parte di questa 
Corso. 1 al principio è , che un corpo nell’ acqua , o 
in qualunque altro fluido , perde tanto del sud pesa 
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quanto pesa un volume di quel fluido uguale al suo. 
Ciò posto suppongasi clic p è il peso di un pollice cu- 
bico di acqua , ed a; il raggio della sfera incognita che si 
cerca , cioè il numero di pollici di questo raggio. Dun- 


zrx* 


que la solidità di tale sfera sarà , e per avere il peso 

di un pari volume di acqua , bisognerà moltiplicare tal 
grandezza per p, poiché pesando p un pollice cubico di 


aequa, un volume di acqua espresso da 


icx} 
3 r 


deve pe- 


sare p tolte tanto; cioè deve pesare ; supponga- 
' 3r 

si dunque, che la chiesta sfera nell'aria abbia il peso 

P; allora, secondo l’esposto principio, essa nell’ ac- 

qua deve pesare P — — 1 ; e supponendo che P' 

sia il peso della rfedesima nell’ acqua , si avrà P — 


JfClzs*', per cui 
* 3r ■ r 


-3r 


o sia 
+ • 


( P- P 1 ) X 3r 


Li , 


ed estfacndc la radice cubica , si 


otterrà x = \ F- 

z'- • L 


- /> '*) X 3r 


icp 


]• 


..Per darne un’applicazione suppongasi r che la sfera 
di cui trattasi pesi 5 once nell’. aria, e 2 once nell’ac- 
qua ; e che un piede cubico di -acqua pesi 72 libbre , 

da cui deriva, che, contenendosi 1728 pollici in un piede 

* 

cubico, ogni pollice cubico di acqua peserà — — di 

6 ' 

libbra , o sia — di essa , cioè — o -- — di Oncia : di 
*4 3 

pjù prenda*; il rapporto di 1 13 : 355 per quello del 

v 
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diametro alla periferia, sari — : 355 quello dir : e, 

2 1 13 

dunque si avrà p — - • — 2 > r — ■ 


s ri 

c s= : 355 , per cui » « V |_. 


(5-a)X3X 


2 . 355. -- 


1 13 

^3 


' -V 1017 M , ' 

=V (gb)= Va!p> 0 * ( * lo P rit ' 

• •«, 3 *. -r . *r . 

* 1 3o5i r , 

mi, per maggior fagliti ) Lx ss ^ L ~^~ 33 

L ( £ 3<$% — £ 2840 ) , ora £ 3o5t = 3,48444 22 t 

e £ a»4o = 3,4533 183 5 sottraendo e prendendo il terzo 
del residuo , si ha Lx =3 0,0 »o3j4^ 1 °b e p res . st> a P° c ® 
corrisponde quasi ad 1 ,oa4 2 i dunque la sfera in qui- 
stione tiene un pollice e a4 2 diecimillesimi di pollice 
per raggio. 

Si è supposto tacitamente, ^che il globo pel propiò 
peso entrava interamente nell’ acqua ; ma se al con- 
trario , -bisogna aggiungervi tip certo peso per farlo tuf- 
fare interamente , alior devCSi questa grandezza pren-, 
dere per P' , ma nello stesso tempo convien consi- 
derare P 1 come negativa 5 cioè a dire , ebe allor si 

avrh .=tr( P . + 1 * } X "-]- Iu faUÌ essendo ^ 

di sopra veduto, che — è il peso di un volume 
di acqua uguale a questo globo , « P il pesa dello 


t •) 


flesso nell' aria , 


2 èpa;* 
3 r 


— P sara ciò che esso pesa, 


diminuito di un pari volume di acqua , e per con- 
seguènza , ciò che bisogna aggiungervi per farlo in- 

i cvx* 

Meramente tuffare; per cui essendo *—.Pz^P 1 ., 

ir 

se da questa equazione si rileva il valor di x , si avrà 
appunto quel valore , che poc’ anzi si è assegnato pel 

caso attuale. 

«."« , • / • . i • 

\ ' 

Delle Linee curve in generale , e particolar- 
* mente , delle Sezioni amiche. 

282. La considerazione delle lince curve 
tlon e un oggetto di semplice astrazione. Fin 
tanto che i problèmi , che debhonsi risolvere 
noh sorpassano il secondo grado , non vi è 
bisogno del' soccorso di queste linee ; ma al 
di là esse divengon necessarie. Si va dunque 
a dare un idea generale delle medesime , e 
degli usi che esse possono avere per la costru- 
zione delle equazioni , cui perviensi nel risol- 
vere i problemi. 

Fra le linee curve, che si considerano in 
Geometria altane son (ali , che ciascuno dei 
nti di esse può esser determinato con una 
stessa legge , cioè con simili calcoli , ed opera- 
temi ; delle altre , di cui ciascun punto si 


r 
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determina con una differente legge , cioè colli 
differenti calcoli , ed operazioni ; ma questa 
differenza è essa stessa soggetta ad una legge. 

In quanto alle linee tracciate a caso* quali 
sarebbero , per esempio , i tratti impressi Sulla 
carta , dalla penna di uno scritturale,, esse 
non possono essere P oggetto di una rigorosa 
Geometria. Nondimeno le ricerche di cni que- 
sta sì occupa , conducono .anche con procedi- 
frienti diretti , e certi ad imitai dei contor- 
ni , che non sembrano ad alcuna legge sog- 
getti: e P arte di unir così con approssimanti 
rapporti certe grandezze , la cui vera legge o 
incognita , o troppo composta sarebbe , non è 
certamente una del|e meno utili ap'plicazioni 
della Geometria , e dell 5 Àlgebra ; in seguito si 
presenteranno alcune occasioni di Osservarlo. 

Per poter, descrivere le linee curve che son 
1* oggetto della Geometria. , bisogna dunque 
conoscer la legge, cui son soggetti i varj punti 
del contorno di esse. Ora tal legge può darsi 
in varf-modi : cioè , tì indicando un procedi- 
mea3t© 4 col quale queste cuf^e posson descri- 
ver^ con un movimento continuo , tal 5 è il 
cerchio , che si descrive facendo girare una 
retta data in un dato piano , intorno di un 
punto dato in esso. O pure facendo conoscere 


• & 
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qualche proprietà , che costantemente appar- 
tiene a ciascun punto di tale curva : così sa- 
pendosi , che ogni angolo nel semicerchio è 
retto , si può successivamente trovare ciascun 
punto d* un cerchio, di cui sia dato il diame- 
tro, col tirare da un degli estremi A di questo 
diametro ( Jlg . 34 ) una moltitudine di rette 
AC , AD , AE , AF , e conducendosi dall’al- 
tro estremo B , le rispettive perpendicolari 
BC , BD , BE , BF ; i differenti punti C , 
D , E , F determinati in tal modo , appar- 
terrai tutti alla circonferenza , il cui diame- 
tro è AB. 

Finalmente «questa legge può esibirsi con 
una equazione , e può sempre, supporsi , che 
essa è data in quest* ultiqic^modo , perchè gli 
altri due , che sonosi esposti, servono a tro- 
var le equazioni , da cui vien tal legge espres- 
sa. Sotto di quest* ultimo aspetto vansi a con- 
siderar principalmente le curve. Questo è il 
più semplice , e *1 più fecondo per conoscerne 
le proprietà , le particolarità, e gli usi. leg- 
gasi dunque come un’equazione può esprimere 
;la natura di una curva : e poiché finora co.- 
noscesi soltanto la circonferenza del cerchio , 
perciò da questa si comincia. . 

a 83. Suppongasi dunque, che AMB^Jìg. 35.) 

•i 
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sia la curva di cui conoscasi per ora la sola 
proprietà , che la perpendicolare PM abbas- 
sata sulla retta AB , da un qualunque punto 
M di tale curva , sia media proporzionale tra 
i due segmenti AP , e PB di AB. Veggasi 
come 1’ Àlgebra possa ajutare a trovar ciascun 
putito di questa curva , e le sue differenti 
proprietà. 

Poste AB = ci, A P = x , PMì==%y ; sarà 
PB — a — x , e poiché supponesi PM me- 
dia proporzionale tra AP c PB ^ avra xz 
j y : a — x ; per cui y 7 = ax — xK * 

Concepiscasi ora divisa AB in un certo nu- 
mero di parti uguali , in io per esempio; e 
che per ciascun pur^b di divisione sì elevino 
su di essa le perpendicolari pm , pm , pr$, ec. 
è evidente , che se nella trovata equazione , 
supponesi successivamente x uguale 3 ciascuna 
delle rette Ap\ Ap , ec'; ^diverrà uguale a 
ciascuna corrispondente retta ppi , pm*, cc. pói- 
chè l’ equazione y 7 = ax — x 7 esprime che jr 
è sempre media proporzionale tra xcdn — x , 
qualunque da altra parte sfa x , quale ap- 
punto è la proprietà , che si è supposto spet- 
tale a ciascuna perpendicolare pm. Dunque 
ciascun pùnto di questa curva può. successiva- 
niente trovarsi-, dando successivamente ad x 
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più valori , e calcolando i corrispondenti valori 
di y : eccone un esempio. 

! 

Nella fatta supposizione, che a è divisa in io parti, 

ai avrà a— io, onde l’equazione diviene y’ = ìox — a?’. 
♦© «* 

Se dunque supponesi successivamente x = 1 r x — a , 

x ■=. 3, x = 4) x — 5 , x = 6 , x ~ j , ar = 8 , 

x , # = lo; si troverà successivamente y 9 , 

y=V » 6 * y=V 2, »^=V 2 4>y=V 25 jy=V a 4# 
y=Fj V 3i »y= V '6>y~V9>ir=V o ; ° sia j= 3 ; 
y’=4;y = 4 , 5;3^=4> 9i^ = 5 ;/=4,9;y = 47 5; 

^ = 4; j = 3 ; y = o. Cosi se successivamente si por- 
tino questi valori diy, sulle perpendicolari'corrispon- 
dentì ai valori 1 , 2 , 3 , ec. di x , i punti m, m, de- 
terminati in tal modo , apparterranno tutti ad una cur- 
va , che avrà là seguente proprietà , cioè che ciascuna 
perpendicolare pm, sarà media proporzionale tra le due 
parti Ap , e pB della retta AB , curva , che in un 
momento si vedrà essere là Circonferenza del cerchio. 

Si è osservato precedentemente , che ogui radice pari 
può avere due valori , F un positivo , negativo 1 ’ al- 
tro. Cosà oltre i già^fovati valori -di y , si hanno an- 
che quest* altri , $= — 3 yy = — 4 ; y = — 4,5; 

.' = — 4 , 91 y = — 5 ; y = — 4 >! 9 ì /=— 4 » 5 » 

~ 4 i y = - 3 ; y = 0 . 

Per avere i pùnti della curva dìnQt^à da 
questi nuovi valori di y , bisogna conforme- 
Jnente a ciò che varie altre volte si è detto 
<ulle grandezze negative , prolungar le per- 
tendi cola ri pm , pm , ec. v dalla parte ^opposta , 


<v 
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e portarvi da pin to', le grandezze pm * , pm ' , 
uguali ciascuna alla sua corrispondente mpM 

Se si vuole avere un maggior numero di punti della 
cut va , devesi soltanto supporre divisa AB in un mag- 
gior numero di parti , per esempio in toc , cioè sup- 
porre a — 100 ; o pure conservando ad a Iq stesso pri- 
mieri valore io, supporre ad x dei valori intermedj fra 
quelli clie gW si sono attribuiti qui sopra; si troverai» 
similmente gli intermedj valori di y , e per conseguenza 
nuovi punti della curva. 

' ‘ tir ' • \ 

Il valore *y = o trovato qui sopra di- 
nota , che la curva incontra la retta AB nel 
punto B , in cui x — a = io : poiché aven- 
do- allora la perpendicolare pm il valor zero , 
la distanza del punto m dalla retta AB è nulla. 
Anche facilmente .può vedersi, che la curva 
deve incontrare la retta AB pure nel punto 
A : infatti , poiché nei luoghi , in cui la cur- 
va incontra questa retta, il valore di y dev* es- 
ser zero ; per sapere quali sieno questi luoghi , 
bisogna nell’ equazione y' — ax — x' supporre 
y= o , e così essa riducesi a o =* ax — x * , 
e perchè ax — x % = x X (a — x*j , e questo 
prodotto divieti zero in due casi , o quando 
x == o , o quando x=a. Dunque reciproca- 
mente y sarà zero anche in questi due casi ; 
ora è elidente , che x = o nel punto A ed è 
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= o nel punto B y dunque la curva incontra 
effettivamente la retta s'B nei punti A e B. 

Ifi seguito di qifcsto esempio, può cornili- .1 
ciarsi a capire , come un’ equazione serve* a 
determinar# i differenti ^unti di una curva. 

Se né vedranno degli altri esempj ; ma prima 
spiegheransi certi vocaboli , di cui si farà uso 
in appresso. 

284* Quando con una equazione vuole espri- 
mersi la natura di una curva , si rapportano, 
o pur s’ intende clic si rapportalo dei punti 
m , ni , ec. relativamente a due rette AB ed 
OAO date xli posizione, sòtto^ di un qualun- 
que dato angolo , acuto , retto « ottuso ; - ed 
immaginando che da ciascun punto m , si 
menano le rette mp ed mp 1 , rispettivamente 
parallele alle date OAO , ed AB è chiaro , 
che si conoscerà il sito di quesfb punto ,' se 
si sanno i valori delle rette mp 1 , o sia .Ap , 
e pm ; o che vai lo stesso , se si sa una di 
queste rette , e la sha ragione all* altra; Ora 
quel che si intende quando dicesi , che una 
equazione esprime la natura di una curva si 
è , che questa equazione esprime il rapporto , 
clic relativamente a ciascun punto m , giace 
tra la retta Ap , e l’altro pm, in modo che 
essendo cognita una di esse , 1 ’ equazione fa 

* 


DigitizedSy Googli 


( **« ) 

«fenoscere anche 1* altra ; e deVe osservarsi, che 
secondo che questo rapporto è più o mcn cSm- 

• — . fa. 

pacato , la stessa curva 'fe di un grado più o 
' Éoeno elevato. \ 

Le rette- Ap , o mp' che misurano la-»di- 
stanza di ciascun punto m da una OAO delle 
due rette di comparazione , chiamansi le ascis- 
se ; e le altre mp , o p'A , che misurano la 
distanza di ciascun di quelli pupti , dall’ altrà 
fetta AB di comparaziorìe^icohsi le ordinate ; 
la retiti AB , chiamasi asse delle ascisse , ed 
asse "delle ordinate la retta OAO. Il punto 
A . da cui cominciansi a computar le ascisse, 
chiamasi origine delle ascisse , ed origine 
delle ordinata , 1’ altro punto , da cui comin- 
ciansi à computar le ordinate Ap 1 , o sia pm ; 
ideila figura^ 35', questi due punti sono un sol 
medesimo punto , cioè il punto A\ e deve os- 
servarsi .che ben possono , esser “diversi , ma 
che sempre è più semplice che sieno uno Stesso 
sol punto , à tìxeno che qualche particola' cir- 
cóstariZa , non obblighi a far diversamente. 

Le rette Ap , pm , con comun nome , chia- 
mansi le coordinate della curva ; e conside- 
rate appartenere indifferentemente ad un qua- 
lunque punto della curva , diconsi le indeter- 
minate ; i stessi nomi dansi pure alle lettere 




xed j , colle quali rappresentansi queste rette 

pm. - - ' , 

a85. Ritornisi ordalia stabilita equazione , 
e veggasi come col suo mezzo possansi rilevar • - 
le proprietà 'della curva. , 

i ,° Dal punto medio C 4i AH , ad uu^qna? 
lunque punto M della curva , se v»si tira la 
retta CJS^\ in qualunque luogo , che essa §i * 
troverà , sempre il triangolo MPC sarà ret- 
tàngolo , e quindi^ si avrà MP * -|- PC ’ 

MC* ,* cioè perchè PC p= AC *+ AP 


~ a — x, sarà y' -+• 4 -a* — *fir 4* <** -MC** 


» 

ma relativamente a.d ogni punto della curva si 
ha y* = ax — x* , dunque sostituendo nel va- 
lore di MC\ un tal valore di^*; telati vomente 
ad ogni punto della curva si avrà <*x — x* 

i j i 

+ 1 - 0 * — ax -f- x* = MC * , cido ~r a* 

MC % , da cui si ha — a = il/C ; dnrfque ‘’éia- 

• a . • « -"v * »• *■ ■ - 

scjm pnnto per esempio il/, della curva è equi- 

distinante dal punto C ; onde ess$ è una pe- 
riferia di cerchia. . 

A» , -ik. 

3.° Seda un qualunque punto M o m della 
euRya , ai due estremi A , e B di AB , si ti- 
rano le due rette MA , ed MB ; per i trian- 
goli rettangoli MPA , MPB si avrà AP * 4- 

w . • .• » ■ * '***■ 
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PM' a?» AM ' , ed d/P* + P#> ==?£//?’ , o pur 
sostituendovi gli algebrici valori , x* -f- y =* 
'AM' , ed a* — aax -f- x ' , dun* 

que» sommando queste due equazioni , e poi 
sostituendovi per j 2 . il suo valore ax — x’ %■ 
si avrà a ' — aax -f- ax 1 rf- àax — 2 x’ = AM* 
+ MB' ; cioè ^fil/ 2 -j- MB' = a’ = AB* ; 
proprietà del triangolo rettangolo , la quale 
per conseguenza fa conóscere, che ,P angolo 
A MB è sempre retto qualunque luo- 
go della curva trovassi! punto M\ veggasi 
( Geom . 65 ). 

3.° Se nell'equazione x' + y* =fc AM' , sj 
sostituisce per y * , il suo valore, nx — x 2 , si 
avrà AM' == ax , da cni si ha questa propor- 
zione a : AM :ì y/iJ/ : ^ , o sia AB : 

AM \AP\ cioè, che la corda AM e media pro- 
porzionale trai diametro 'AB , e '1 segmen- 
to , o sia l' ascissa AP ; veggasi ( Geom. 112 ). 

Similmente si troverebbero tutte lé altre 
proprietà del cerchio già dimostrate in Geome- 
tria, partendo sempre da quésta supposizione* 
che 1 ordinata PM o pm e media proporzio- 
nale tra AP c PB , o Ap e pB. 

Computando le ascisse dal vertice A del dia* 

metro , si è avuta l'equazione y' = a.v x 2 . 

Ma se esse voglionsi computare dal cen- 


t 





<> 
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U'o in, modQ , che le medesime Sono CR\ 

Cp , ec ; allora esprimendo ciascuna di qneste 

\ 

per z, 1 zAP y Ad, ec. saran ciascuna - a — z, 
* . a • * 

« le altre PB , pB saran ciascuna — a+ z; 


ma dalla supposizione 4P : PM II MP tPB y 
dunque sostituendovi gli algebrici valori , 

«arà '-a — z : jr V. j : a + z , e pareg- 


giando tra essi i prodotti degli estremi , e 

«° ' 

dei medj , sarà y* = — a* — z a ; e questa è 

* -a 

P equazione al cerchio t computando le ascisse 
dal centro. 

Del "rimanente ogni proprietà , che esse»-, 
zialmente appartiene a ciascun punto (iella- 
curva , darà per questa sempre la stessa equa- 
zione , se traducesi algebricamente , almeno 
finche prendonsi le stesse ascisse , e, le stesse 
ordinate; ma quando si cambierà l' origine , o 
la direzione delle coordinate , o tutte le ( due 
cose, si potrà avere una differente equazione ; 
nulladimeno essa sarà sempre dello stesso gra- 
do. La verità dell’ ultima parte di questa pro- 
posizione si è già osservata nel cambiamento , 
che si è fatto delle ascisse ; perchè in tal caso 
in vece dell’ equazione y* = ax — x 1 , si è 
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avuta 1* altra y* = ~ a’ — z’ , che è però dello 

I t ■ 1 m 

stesso grado. Ma se partesi da quest’ altra 
proprietà , che ciascuna distanza MC dal punto 

C è sempre la stessa , e propriamente = — a ; 

allora, chiamando CP , z ; e PM\ y ; pel 

triangolo rettangolo MPC si ha r’ -f z’ = - a\ 

. 4 

da cui risulta j 3 = —a' _ z 3 , che è la stessa 

equazione , benché dedotta da una differente 
proprietà. 


Della Ellisse. > ** 

286. Propongasi ora di esaminare qual sia 
la curva , che abbia quest 5 altra proprietà , che 
la somma FM -f ( 36) delle due 

rette FM ed MJ menate da ciascun punto del 
suo perimetro, a due punti F, ed / dati dì 
sito , pareggi sempre una retta a data di ma- 
gnitudine. 

. Per trovar le altre proprietà di questa cur- 
va , che dicesi Ellisse , bisogna cercare una 
equazione , che esprime qual relazione vi già-» 
ce , in virtù dell’ indicata cògnita sua pro- 
prietà , tra le perpendicolari PM menate da 
ciascun suo punto M , su di }p|a retta data 


> 

*n 


« 

f 
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di posizione , come Fj\ per esempio , e le di- 
stanze FP , o AP eli esse da qualche punto 
F , o A preso ad arbitrio su di Ff. # 

A tale oggetto congiunti i punti F , ed f 
dati di sito colla retta Fj\ questa si bise- 
ghi in C , e si prolunghi da ambe le parti 
verso A , e verso B in modo t che ciascuna 


delle CA , CB pareggi — a metà della retta 

a data di magnitudine ; e prendasi AB per 
a6se dellq ascisse , e ’1 punto A per origine di 
esse. Ciò premesso sarà tutta AB — a; e po- 
ste la cognita AF^ o la Sua uguale Bf~c t 
V ascissa AP == x , l' ordinata PM = y , e 
r altra incognita FM = ? ; sarà FP =s AP 
— AF— x—~ c O ; Mf = FM + Mf- FM 
= a — z , ed fP = AB — AP — JB = a — - 
x — c. . 

Stabilite queste cose , dai triangoli rettan- 
goli FPM< fPM si ha FM' = MP' + PF \ , 
ed fM' = MP' + Pf 1 , o sia z a —J 2 + x 2 — 


(*) Se il punto M fosse slato preso in un modo , clic la per- 
pendicolare MP cadesse tra A cd F, allora FP sarebbe c—x j 
ma ciò non apporterebbe cambiamento alcuno nella finale equa- 
zione della curva, perefiè nel formar tale equazione impiega- 
visi il quadrato di FP , che sempre é x 3 — ’lcx -j- c* , O eh* 

«sso venga da x — c , 0 da c — x. 

* •• 
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a ex -f- p’ s ed « 3 — a (tz + z a — -f" n 3 — 

2 ax -f- x 3 — 2 «c + 3 ex + C 1 . Dalla prima di 
queste due equazioni sottraggasene la seconda , 
e si sopprima in ciascun membro il termine 
a 3 che vi si trova , e si ha 2 «z = 2 nx + a ac — 

. ... ax A- ac — -ÌC.X , . 

fax perciò 2 = ; ..dunque 

* ’ » * 4 • à ' 

sostituendo per z questo suo valore nell’ e- 
kjuazione z’ =y' + x * 2 ex -f- c * , si avrà 

o’ ir’- -4~ 2 «’ cx-f- a’ c 1 — 4 af - r ’ — *• 4 (1<r ’ * -f* 4 C ’ ar* 

a’ 

J a + x* — 2 ex +v, o sia togliendo il de- 
nominatore , trasponendo, e riducendo , a? j? 

= 4 n 3 cx — 4nc 3 x — 4^cx’ + 4c 3 x’ , e ridu- 
cendo il secoildo menerò a due prodotti v 
ai 1 y* — ( 4 (ic — - 4c’ ) rtx + ( 4 C> — 4«c ) x’ * 
o sia , perchè ( 4c’ — 4 a . c ) x' ~ (4ac — ^c 1 ') 

X* — x* , si ha a? y" 1 = ( 4«c — 4c 3 ) X ax -f* 

(4 ac — 4c’) X — x’= (4«c — 4c 2 ) {ax — x’) 

• • • ,i. , 4 ac 4 C> » / . \ 

per cui risulta jr = - , ■ ( ax — x-). 

Tale è l’equazione della curva, di ci|i 
ciascun punto ha la supposta proprietà. 

287 . Questa equazione può servire a descrivere là 
curva per assegnazione di punti:, col dare ad x suc- 
cessivamente diversi valori , come di sopra si c fatto « 
pel cerchio « calcolando còrrispoqij^nUjncnte ì valori 

* * 
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«li y. Como proceder si deve della stessa maniera , così 
•i tralascia di farne il calcolo. 

288. L’ellisse si può descrivere per assegnazione di 
punti anche in quest’ altro modo j cioè, dopo di aver 

fatto ciascuna delle CB , CA uguale ad — a , divi- 
ta 

* I » - 

desi AB in due porzioni ad arbitrio Ar , col 

raggio una di queste porzioni rB , e col centro quello 
dei due putiti 'Fi ft che in essa esiste, cioè riguar- 
do ad rB , col centrp f) descrivesi un arco circo-# 
lare , che si estende tanto al di sopra , quanto al di 
«otto di AB , ih quale si fa intersegare nei due punti 
M ed M 1 , da un altro arco circolare descritto coll’al- 
tro punto F per centro , e colla rimanente porzione 
Ar di AB per intervallo. Tulli i punti M ed M l de- 
terminati iu tal modo, apparterranno tutti all'ellisse, 
perchè relativamente ad ognun di essi si avvera, che 
FM -J- Mf = Ar rB = AB = a. 

289. La fondameutale proprietà, in seguito della 
quale si è trovata 1’ equazione , offre essa medesima 

un mezzo molto semplice , per descriver questa curva 

» * 

«son movimento continuo. In fatti , presi nel piano ove 
vuol descriversi tale curva, i due punti F ed f ad ar- 
bitrio, iu essi si fisserai! due chiodetti, ai quali si fi- 
glieranno gli estremi di un filo flessibile , maggiore della 
distanza Ff dei due mentovati punti } indi per mezzo 
di uno stiletto M si leuderà tal filo , e conservando sem- 
pre questa tensione, l’enunciato slileiio si muoverli sì 
al di sopra , che al di sotto di Ff , finche coinciderà 
nella direzione di questa colla sua punta , tanto verso 
F, quanto verso f-, la punta di esso in tal modo de- 


{. 
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«criverk la cliiesta culva , perché in qualunque punto 
di questa si troverà lo stiletto M , sempre la somma 
delle due distanze dal medesimo , ai due punti F ed 
/ , sarà uguale a tutta la lunghezza dell’impiegato filo, 

cioè ad una retta data. *' * « 

« * 

290. Da ciò facilmente si vede , che se il 
filo è stato preso lungo quanto AB , clic la 
curva passerà per i due punti A e B. Poi r 
che essendo AC = CB , ed FC = Cf t 
sarà anche AF= Bf , ed Af= FB ; per cui 
sara AF A f=^Bj -j- BF , e ciascuna di 

tali somme uguale ad AB. L J equazione fa ve- 
dere anche lo stesso , perchè per sapere dove 
la curva incontra la Ff prolungata , bisogna 
supporre jr = 0 , da qual supposizione si ha 
4° c — 4c* 

— . (ax — ir’)= o ; ma del prodotta 


che costituisce il primo membro di questa 

• t ' * ri . 

• • « . ' l\ac — 4c’ 

equazione , il fattore — - non mai può 

essere = o ; dunque sarà = o 1’ altro fatto- 
re ax — x 2, , o sia il sua equivalente x Xf 
(a — x ) , or questo pròdotto è = o , o quan- 
do 2r=>to, o quando a — *‘x = o, ed a — x 
— 0, quando x = a'; dunque la curva in- 
contra la retta ^prolungata-, quando x= 0 , 
cioè nel punto A, o quando x = a =ìAB ’ 
cioè nel punto B. . .• 


( 130 ) 

391. L’equazione fa vedere ancora , che la 
curva si estende si al di sopra , che al di 
sotto di AB , e che vi si estende in un mo- 
do totalmente uguale. In fatti , dall’ auzidetta 

equazipne. si ha j=±y (ax—x') J> 

lo che dimostra , 'che relativamente scun 
Valore dell’ ascissa òc \ o sia AP , corrispon- 
dono due valori 1 perfettamente uguali di y v 
o sia di MP y i quali essendo di segno con- 
trariò , debbon portarsi dà parti opposte rela- 
tivamente ad AB. 

È ancora evidente , che se dal punto medio 
C^iAB si eleva su di essa la perpendicolare 
DB 1 , che da questa sì il perimetro ellittico , 
ch^ T aja sarà divisa in due parti uguali e si- 
mili : ciò è una immediata conseguenza della 
descrizione della curva , e che si può rilevare 
anche dalla sua equazione , ma che si con- 
chiuderà più facilmente , quando si saran fatte 
8n di tale equazione le osservazioni da far- 
visi in “Seguito. 

392. Della ellisse la retta AB chiamasi 

V asse maggiore , e DD' il minore. I due 
punti F , ed f diconsi i fuochi. Il punto C il 
centro , ed i punti A , B , D , B‘ i vertici 
degli a^i. ^ - .. 

j*- 
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393 . Se vuoisi avere il valore dell’ordinata 

Fm" procedente dal fuoco , la sua corrispon- 
dente ascissa sarà AF , 0 siac, e dovrà su p- 

porsi c = x) allora l’ equazioni; jr' 


. 4 ac — 4 e* 

nazione r = : — ■ 


(ax~ a;’), diverrà j*-* t= ^ C g , . (ac — c’ ) 
4fc$^c a )» 


.} per cui estraendo la radice qua- 
drata , si avrà jr = i l S nr ' — f_) ^ 0 s [ a Fm!* 


— ì — — , e ’1 suo doppio m" m" 1 


A (ac — c 1 ) . * x 

; òr questa retta m" m '" , 0 sia la 


doppia ordinata focale ,, chiamasi il -parame- 
tro della ellisse. È poiché — — = /"f ^ c _ 

* n. a. 


Ac - — , e Ac — — è manifestamente 

a ■ • a » 


minóre di A c •> perciò il parametro della el- 
lisse è minore di 4 C » cioè del quadruplo 
della distanza, dii un vertice dell ’ asse ma. 
giore , dal fuoco prossimo. 


b 


Se il parametro chiamasi j sarà p =^— — — » 

< ^ • 0 ' 

» p 4« e — 4 c * 1 ,, . , 

onde — = — : — - — - ; dùnque 1 equazione a Ir- 


1’ ellisse y = ( cur — a; a ) può 




# • .» 
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mutarsi in quest* altra y* = (ax — x a ) , 

che è più semplice. , ; , ... 

si vuol determinare il valore del 
semiasse minore CD o sia dell* ordinata cen- 
trale , la sua corrispondente ascissa sarà AC, 

, ' * 

e converrà dunque supporre x = — a ; onde 

T equazione all’ellisse ^ 2 =-• ^ c . x(ax-x'), 

. , — 4 c* 

jsi muterà in quest ^Itra y % = — • x 


(r“ s - j .■*’) 

a ’ (4«c — 4 


l\ \ac. 


4c* i 
— ^4 


4 « 2 


*zc — r C a , o sia CZ ? 2 = nc — 


c’ = c ( a . — c ) = X FB , da cui .si ha 
AF : CjD :: CD : FB ; cioè il semiasse mi- 
kore CD , è media proporzionale ira le due 
distanze , che un dei fuochi tiene dai due 
vertici dell ’ asse maggiore. 

- Come la retta DD' è una delle più rag- 
guardevoli della ellisse ,, così introducesi nel- 
P equazione di questa a preferenza di AF , o 
sia c. Per eseguir ciò , pongasi DD' = b , 

sarà CD a=s -*r— ; ma si è trovato CD 1 == ac 


— c x , dunque — = «c — c* , o sia b* — 
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t^ac ' — 4e a , onde 1’ equazione all’ ellisse j-’ =s 

4 ae — 4 c' . , , \ , , . . . 

j . ( ax — x ) , può cambiarsi in 


quest’ altra y 7 = — . (ax — x»). 

Poiché si ha p sxs ^ ac ^ ° ■ , sarà ap = 

4 ac — 4 C ’» ma qui sopra si è trovato anche 
b ’ = 4«c — 4c* , dunque ap = è’ sicché a ; 
A :: b : p •, cioè il parametro della ellisse è 
terza proporzionale in ordine all’ asse mag- 
giore , ed al minore di essa. >. . , 

' ^ 

agòi. Se dall’ equazione y’ = — (ax — x j ) 

togliesi il denominatore , si avrà a 1 y’ = 
ò 2 (ax — x *) , onde j-’ : ox i— x’ :: : a» , o 

sia y* : x (a — de) Il b’ : a\ cioè PM‘ : AP 
X PB :: DD*' : AB’ ; onde il quadrato di 
una qualunque ordinata all ’ asse maggiore 
della ellisse , sta al rettangolo delle corri* 
spandenti ascisse , prese da entrambi i ver- 
tici ; come il quadrato dell’ asse minore , sta 
a quello del maggiore. E poiché questa pro- 
prietà spetta a ttatt’i i punti dell' ellisse , per- 
ciò i quadrati di due qualunque ordinate al 
suo asse maggiore , saran come i rispettivi 
rettangoli delle corrispondenti ascisse , preso 
da entrambi i vertici. 


( *M ) 

ag 6 . Se coll'asse maggiore AB (J?g- 37) del- 
l'ellisse ADBD\ per diametro , descrivesi un 
cerchio, la sua equazione ( 283 ) sarà^’ = ax — 

* > ^ b % 

a? 2 , la quale riferita all’ al tra = — (ax — ir*) 

• V 

b % 

all' ellisse , ne differisce pel solo fattore ~ 

che moltiplica ax — x' \ cioè ax • — x* neh* 
1’ equazione all’ellisse , ’è moltiplicato pel rap- 
porto che passa tra '1 quadrato dell’ asse mi- 
tìore , e quello del maggiore^ ; ora una qua- 
lunque ordinata PN di tal cerchio , chiamisi 
2, l’equazione di essosarà s’ = qjc — x' ; dun- 
que sostituendo questo valore di 2* nell’ anzi- 

‘ ‘ “ • , b' 

detta equazione all’ellisse, si avrà^’ = — . 2’ * 

’ r * b 

ed estraendo la radice quadrata, sarà y= — . z , 

o sia ay = bz , da cui si ha y : z \\ b : a cioè 
PM : PN w DD' : AB :: CD : AC , 0 sia 
CC; da ciò vedesi dunque , che le ordinate 
di una ellisse , sono quei segmenti , che 
nelle ordinate del cerchio descritto coll’ asse 
maggiore di quella per diametro , verso di 
tale asse si prendono dividendo le ordinate 
circolai i , nella costante ragione dei semiasse 
maggiore di quella ellisse , al minore. , 

Da ciò è facile dì descrivere per assegnazione di 


% 
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puutt una. ellisse , per mesto di un cerchio. £ il vede 
anche , che il cerchio è una ellisse , i di cui assi sono 
uguali ; o il cui semiasse maggiore, pareggia la distanza 
di un vertice di questo dal fuoco : o il cui parametro 
uguaglia l’asse maggiore. ' Poiché se nelle sopra recate 

1 

equazioni all’ ellisse , supponesi b ~ a, o c=- — a, 
* 2 

0 p—a, si ha sempre l’equazione al cerchio, y*—~ 
ax — x*. 

297 . Dalle equazioni all’ ellisse , -che sonosi fin qó\ 
trovate , vederi , che noti è di essa , come del cer- 
chio : una sola linea basta a descriver questo , cioè il 
suo diametro ; laddove 1’ asse maggiore j 4B ( fg . 36 ), 
non basta a determinar l’ellisse, poichè|bisogna sapere 
anche il suo asse minore b , e il suo parametro p, o 
la distanza c di un dei vertici dell’asse maggiore, dal 
fuoco prosshno. Quando si sa 1’ asse maggiore r è l’an- 
zidetta distanza c , 1 ’ ellisse descrivesi facilmente , co- 
me si è veduto di sopra. Ma se, si ha 1’ asse maggio- 
re, e ’1 minore, bisognerà, per descriverla , ritrovarne 

1 fuochi; lo che è facile, poiché descrivendo un cer- 
chio con un dei vertici dell' asse minore per centro , 
e col semiasse maggiore per raggio, esso taglierà t l’ asse 
maggiore in due punti F , ed /, che saranno i fuo- 
chi: perchè dovendo la somma FO -f~ Df esser ugual» 
ad a , se le FD , Df saran tra esse 'uguali , ciascuna 

delle medesime dovrà pareggiare — a. 

Se poi si dà 1* asse maggiore , e ’l parametro , pren- 
dendo fra essi la media proporzionale , si determinerà 
P asse minore $ lo che si rileva dalla proporziono a : 



\ 


( ) 

b II b : p , trovata qui sopra ( 294)- E determinato 
T asse minore , si oprerà come già si è detto. 

398. Se a qualunque punto M della el- 
lisse ( fig. 36 ) , tirisi dà un dei fuochi f la 
retta fM , la qual si prolunghi , fino a che 
il suo prolungamento MG, pareggi V altra 
retta MF condotta dallo stesso punto M , 
all’altro fuoco F, e congiunta GF , vi si ab- 
bassi da M la perpendlpolare MOT, questa 
sarà tangente della ellisse in M, cioè l’ incen- 
trerà solo in tal punto.' 

Se ciò si nega , MT incontri , se è.pqssi- 
sibile, nell’ altro suo punto li la curva, e da 
questo si tirino le JYG , NF , Nf. É poiché 
, MO è perpendicolare a GF , ed MG == MF 
perciò i triangoli MOG , MOF sono perfetta- 
mente uguali , per cui OG — OF; e di più 
. NO e perpendicolare a GF , ed OG = OF; 
dunque i triangoli NOG , NOF sono perfet- 
tamente uguali , per cui NG — NF, alle quali 
aggiuntavi la comune 'Nf, sarà GN -f- Nf= 
FN - f- Nf; ma perchè dalla supposizione il 
punto N è nella curva , perciò FN -f- Nf= 
AB = FM + Mf= GM + Mf= Gf , onde 
anche GN 4 - Nf = Gf ; ma pel triangolo 
GNf , Gf q minore di GN -f- Nf, dunque es- 
senck) GF nello stesso tempo uguale , e mi- 
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nore di GN NJ , falsa e la supposizione * 
che MT in un altro suo punto JY incontrar 
possa la curva ; onde di questa , quella ne sara 
in M tangente. 

2 i;c). Per la perfetta uguaglianza dei trian- 
goli MOF, MOG si ha r angolo FMO ugua- 
le all’ altro OMG , ma questo è uguale al 
suo verticale fMN , dunque. FMO = JM1Y. 
Cioè le due rette , che dal contatto di 
una tangente all’ ellisse , vanno ai due fuo- 
chi , costituiscono angoli eguali colla tan- 
gente. 

L’esperienza fa vedere, che se un raggio di luce 
cade su di una superficie, si riflelte facendo 1’ aDgolo 
di riflessione, uguale a quello d’incidenza; dunque se 
F è un punto luminoso , tutti i raggi , che partendosi 
da esso caderanno sulla concavita MAM* , si auderan 
tulli a riunire in f , e reciprocamente. 

Se dal contatto M si eleva sulla tangente 
MT la perpendicolare MI , che chiamasi nor- 
male , e la quale nello stesso tempo sarà an- 
che perpendicolare alla curva , essa dividerà 
1’ angolo FMf per metà , perchè se dagli an- 
goli retti IMO , IMN , tolgansi gli uguali 
FMO ,/J/iV, rimarrà FMI = IMf 

3oo. Da ciò può calcolarsi il valore di PI 
segmento dell’asse maggiore AB , intercetto 


1 


.Ji 


. r ( ) 

tra la normale MI della tangente MT , e l'or- 
dinata MP pel contatto di questa. La retta 
P I chiamasi sunnormale. 

Per calcolarla , si calcoli prima FI. E poi- 
ché nel triangolo FMf il suo angolo FMf è In- 
segato da MI , perciò ( Geom. io,\ ) si ha^fef : 
MF:: fi : IF, dunque \Geom. 98 )fM+ MF : 
fM — MF : : fi + IF : fi — IF. Ma fM + 
MF = a , ed FM si è posta = z (286) , dun- 
que Mf— FM -f Mf — FM = a— z , ed/ 4 f 
- — MF = a — z — z =3 a — • az ; di piùy^-f« 
IF=fF= AB _ AF — ffì — a — c — c 
, - —a — ac , ed essendo fi z=fF — FI = 
a — 2c — FI , sarà fi — FI==*a — 2 c — FI 

— IF = a — 2C — 2/7. Onde nella propor- 
zione fM -f- MF : fM — jl/F : :// + /E’ : y/ 

— /F, sostituendovi i rispettivi algebrici valori, 
si avrà a : a — 2 z II a — 2 c : a — se — 2 FI, 
e perciò cP -r - 2«<? — ad X F/ = n 3 — 2«c — 

■ 3 az-i~ 4 cz , da cui risulta FI = a * - ~ ove 

a 

ax - 4 - ac — icx 


a 

a — ac 


sostituendo per z il suo valore 
rinvenuto (286), si ottiene FI = - - — Xz = 

a — 2c aar-f-ac — a’.r-j-a’c — 4 acx — 2ac’-^-^c’jr 
a ^ a a* .. 1 ■ 

Ora F/== FP + PI = AP - A# + Pi 
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x — c + PI ; dunque ■£*/ = /’/ — ^ 


, _ a a a? -|- o 3 c — 4 nca; — 200* -f- 4 c ’x 

' c — -, — X + C 


^■ar-j-a’c — 4acar — 2flc , -f-4c J a;-fa , X (— x-fc) 

a* ~ r 

2a’c— 2ac’— 4acx-f-4 c ’x 2 a. (oc— c’) -|-4x(— ac-f-c’). 

a 1 i a> 

_2o. foc— c») — 4x (Oc— c 3 ) , (2c — 4x) . (ac — c 1 ) 


a 3 


a 1 


20 — 4a? 


ac -r c 2 il suo valore ( 294 ) ; finalmente si 


, n t *>* 2 a — 4 x b‘ 2 a — 6x b ' 

4 a 2 a 1 A 4 o J A 


( r* - *> 

3o r . Da ciò facilment^ si determina la por- 
zione PT deir asse prolungato , intercetta fra 

I la tangente MT r e .1* ordinata MP pel con- 
tatto di questa , qual retta chiamasi sollan- 
gente. Poiché essendo nel triangolo IMT 
rettangolo in M, dal vertice M dell’ angolo- 
retto , abbassata sull’ ipotenusa TI la perpen- 
dicolare MP , sarà ( Geom. 113 ) PI : PM :t 

PM: PT, osia£. (ì a - x)-.j -.-.j- : PT-, 


dunque PT = 


«’ y' 


*■ (t“-*) 

9 


, o pure col so- , 


. 77 


jT 

■PvV 


« 


1 m 


X ( ac — c 1 ) , o pur sostituendovi per 






♦ 


f 
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•tituire in vece di j" 1 , il suo valore — (ax— JC*), 


sarà J^T — 


a ’ è 1 ( ax — x* ) 


ax — x* 


a’ b 1 ( — a — x ^ —a — a» 

V 3 / 3 e 

Le algebriche espressioni di PJ, e di PT posson 
■ervire a condurre la perpendicolare , e la'tang'ente ad 
una data ellisse , in qualunque punto M di essa. Poi- 
ché quando il punto M è dato , abbassando da questo 
su di AB la perpendicolare MP ,. essa è data , ed è 
data anche 4P , onde si rende noto il suo valore x. 
JUa per esser data 1’ ellisse , son noti pure i valori di 
a, e di b ; dunque è cognito tutto ciò che costituisce 
i valori di PI, e di PT. 

3o 2. Dall* espressione di PT può concliiud^si , che 
se al cerchio descritto coll’asse maggiore AB per dia- 
metro (./%■•' 37 ) , dal punto N in cui esso è incon- 
trato dall’ ordinata MP all’ ellisse , tirisi la tangente 
jV’2’} questa, c l’altra fylT condotta all’ellisse, con- 
correranno nello stesso punto T dell’asse AB prolun- 
gato. Ciò accade , perchè non entrando l’asse minore 
b nell’espressione di PT, questa sara _sempre la stessa, 
fin tanto che a ed x saranno le stesse. Cosi tutte le 
tangenti condotte alle ellissi , che lianuo un comune 
asse maggiore , e quali si vogliono assi minori, dagli 
estremi delle ordinate corrispondenti ad una comune 
ascissa di esse , concorreran tutte in uno stesso punto 
del comun asse prolungato. 

Se a PT(Jìg. 36) aggiungesi CP , eh’ è 


--u-x , sarà CT = CP + PT = - 

^ I 

’TJ' 


ax — x* 


• 2 


■&r 




* 


Digitized tfy Googl^j 


-f — a — oc — — 

3 l 


(« 30 ; 

a* 

— , col ridurre 1’ intero e 

w 


-a — or 


j 4 r 1 ’ 

fratto, a fratto, o sia CT=:-^~, col sosti- 

s 

tuire i valori geometrici, invece degli alge- 
brici ; da cui ottiensi questa proporzione 
CP : CA ri CA : CT. Cioè V ascissa dal 
centro , sta al semiasse maggiore <, come 
questo , a se medesimo prodotto sino alla 
tangente. 

3o3.^ Se ytiole ottenersi V espressione di TM , 
ciò sara facile per mezzo del triangolo rellip- 
golo TP M , dal quale si ha Tilf* == TP 2 -f- 

PM* = +£. ( « _.*• ) = 

/i \a a ' ' 

(T a “ x ). 





ax — x‘ 


3o4- Set da qualunque punto M della el-H 
lisse , menasi sull’ asse minore DD ' la per- 
pendicolare MP' , e pongonsi DP' = a:' , eà 

MP' = / ; sarà DP' — CD — CP' = CD *■ 

*- 

PM = , cioè od = ^ è — ^ , e quindi ^ =» 

^ b •*- od . Similmente si otterrà MP' = =** 


# 
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a — 


x , onde 


CA - AP , cioè y' = d- 
x = a — y'. Se questi valori di x , e di 

y sostituiscami nell’ equazione y 7 = — — X 
( ax hj- x 7 ) , p sia a # r 2 == b ( aar — a: 1 ) , si 
auvrà ^fikCb 7 — * rt’Z».r' + a’.r' 2 = — a’ A’ — 

<z — ~ a 7 /» 2 -{- ai 2 — 6 2 che riducési 

a bp , '=a'bx ' — «'la?' 4 , dà cui si ha^ ,, = -^yX 

( èx' — x' % ) ; equazione simile a quella otte- 
nuta per 1’ asse maggiore , e da cui si con- 
c^iuderautÌQ per conseguenza simili verità. 
Cioè che il quadrato di un ordinata MP' al- 
V asse . minorò , stagni rettangolo DP' X P'B' 
delle corrispondenti ascisse prese da entrambi 
' •/ vertici , come il quadrato dell’ asse mng-. 

^iore , sta a quello del minore ; ed anche 
’ che i quadrati delle ordinate all' asse minore 
* bore coìti e l i rispettivi rettangoli delle corri- 
spondenti ascisse prese da entrambi i verti- 
ci ; c che V ellisse può descriversi con as- 
segnazion di punti , per mezzo del cerchio 
che ha il suo asse minore per diametro y 
prolungando le ordinate di tal cerchio in 
modo . , che esse sieno a se medesime prolun- 
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gate , nella costante ragione dell ’ asse mi- 
nore al maggiore. Veggasi (jìg. ). 

3o5. Da ciò può facilmente vedersi , chi 
la curvatura dell’ esterna superficie degli al- 
beri delle navi , è quella di una porzione 
di ellittoide , cioè di un solido generalo d» 
una semiellisse DRO (jig. 3g ) , che con per- 
fetto rivolgimento si aggira intorno del suo 
asse maggiore. 

In fatti , per determinare i diametri medj 
trai massimo e *1 minimo di essi , si tiri una 
retta CD per’ rappresentare il massimo dia- 
metro ; e con essa per raggio , e con i stipi 
estremi C e D per* centri descrivendo i due 
archi DA ed AC, che |i taglino in A , da 
questo su di CD si abbassi la perpendicolare 
AB ; e menando EF parallela a CD ,■ ed 
uguale al minor diametro dell' albero , si rì^‘ 
guardi 1’ intercetta BL come rappresentante 




l’altezza di quello, dopo del primo punto, 
in cui trovasi il maggior diametro , lì nò alt* 
testa di moro. Si divida BL intuii certemu* 1 
mero di parti uguali , e njenando per i punti 
delle divisioni , le parallele come IgN , ami' 
rètta CD , prèndami queste per i diametri 

» r~> •* 

ipedj che aver deve 1’ albero alle altezze rap- 
presentate dalla corrispondente retta Bg p or 
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se stoppione si che BM sia la reale altezza , 
che è stata rappresentata con BL -, e pren- 
, dgsi BT tale , che stia BT : BM :: Bg : BL , 
allora BJT sarà ^altezza 'in cui deve situarsi 
il semidiametro gN ; dunque menando TR 
parallela ed uguale a, gN , R sarà un punto 
della superficie dell’ albero ; m*a se per i punti 
R ed N si conduca RN che incontri BD in 
V y tal retta sarà parallela a BM , e poiché 
BT : BM :: Bg : BL , o sia BT : Bg BM : 
BL , si ( -avrà RV : VN II BM : BL , per es- 
sere BT== RV , e Bg= VN cioè ohe le or- 
dinate RV della' curva Sell’ albero , sono alle 
ordinate VN del cerchio *ANB ■> sempre in 
ungi stessa ragione , dunque tal curva c una 
ellisse. Se si vorrà descriverla con.movimentp 
co.it inuo , bisognerà determinarne gli assi , lo 
che è facile col menare CO parallela a BM y 
«d in. modo, che stia CO : CD :: MB : BL\ 
CO e CD saranno i due semiassi cqi quali 
facilmente si determineranno i fuochi , ed in- 
di, si descriverà la curva con alcuno dei me- 
todi , che.sonosi esibiti (287, 288, e 289).. 
Ma tutto ciò suppone , che sappiasi determinare 
d punto L tale , che menando a' CD la pa- 
rallela Ef*F sia questa uguale al minimo, 
diamatro dell’ albero*; ma ciò si eseguir4 fa- 

•f 








(.»»■) 

vilmente seguente modo , cioè si prolun- 
gherà DC in II in maniera , che CH pa reg- 
gerà la metà del minimo diametro : col cen- 
tro H y e col raggio uguale a CD si descri- 
verà un archetto , che taglierà AB nel chie- 
sto punto L. Poiché se supponesi EF pro- 
dotta sino a che incontra CO in T\ e che 
si tira il raggio CF , il ' triangolo rettangolo 
CTF darà CT = Vi CF* - FT' ) = 
V ( EH* — HB ’ ) = BL , perchè si prescri- 
ve di fare. HL'= CD = CF , ed HC uguale 
al valore di LF , ciò che rende BII = TF. 

3o6. Da ciò che precede vedesi T che lè pro- 
prietà relative all’ «esse secondario , son simili 
a quelle ritrovate relativamente all’ asse pri- 
mario , eccetto però quelle die dipendon dai 
fuochi. Se voglionsi avere sull’ asse seconda- 
rio , le linee anàloghe a quelle calcolate sul 
primario , cioè P'I' , P'T 1 , CT ' , ed MF 
(Jìg. 36) , esse troveransi facilmente per mezzo 
delle corrispondenti , ad esse già®ottenute * . e 
dei triangoli simili , eh’ è facile di ravvisare 
nella figura. Se tali rette esprimonsi per mez- 
za delle ascisse DP' o sia x 1 , le espressioni 
delle medesime troveransi tutte Simili a quel- 
le , che in x si so.no avute per 1* asse primario. 

Alle asse secondario mche si dà il parami 
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tro , e come quello non ha fuochi , cosi il' 
suo parametro sarà la terza proporzionale in 
ordine a se medesimo , ed all’asse primario. 

307. Fin qui le ascisse sonori computate 
dal vertice , ma se vogliansi dal centro C , 
allor ponendo CP- = z , ,sarà AP , o sia x 

1 r . i ' ■ 

= — a — z ; onde sostituendo tal valore di x 

2 

b» . 

nell’ equazione f* = — . ( ax — .r 2 ) e nei va- 

d ^ 4 

lori' di PI , PT , CT , e TM 1 , si avrà j' 2 = 


1 




». • 



r 


L’ equazione j *,= ~ a 2 — z* ) , esi- 
bisce y =■ ^ a ' — ru * ve " 

♦ 

desi , che ad- uno stesso valore di CP , o sia 
z j corrispondono due ordinate PM e PM\ 
i come i valori di z cominciano da C , e fi~ 
niscono in A , sembra a prima .vista , che ta"!* 
equazione offre la sola metà DA& della rei- 
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fisse; ina minia cosa determina di dare a i piut-' 
tosto dei valori positivi , clie dei negativi ; 
per cui dando a z questi ultimi valori, si 
avranno le ordinate prn , che esibiscono l’altra 
metà ■; e come ponendo — z in vece di + z 

in± — s 2 , questa grandezza 

non cambiasi in .alcun modo , così ne segue , 
che la metà DBD 1 è‘ perfettamente uguale 
ah’ altra. BAU. 

3o8. Se da un qualunque punto M della el- 
lisse (Jìg. 38 ) si meni al suo centro C la 
retta MCM' , phe vada a terminare dall’altra 
parte della curva , di questa tal retta dicesi 
diametro. E se pel vertice M di questo con- 
ducasi alla curva la tangente MT , e dal cen- 
tro C si meni' 1’, altro diametro NN 1 parallelo 
alla tangente MT , questo si- chiamerà dia- 
metro conjugato del primo. La retta mO 
condotta da un qualunque punto m dell’el- 
lisse , parallelamente alla, tangenze MT , e 
, che giunga fino al' diametro MM' chiamasi 
ordinata di esso , ed MO dicesi ascissa. E 
finalmente dicesi parametro del diametro MM' 
la terza proporzionale in ordine ad esso , 
al Suo conjugato NN‘. r - 

3o§. Ora si farà redere , ehe le ordinata 



* 


I» 
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»© di un qualunque diametro ellittico , tanno 
proprietà simili a quelle delle ordinate degli 
assi. ~ , 

A tal uopo , dai ponti m ed O si abbassino le per- 
pendicolari mp , OQ sull’ asse AB , ed allo stesso da 
m si meni la parallela mS. Pougansi AB~a , PM~y, 

CP~z, Qp=zg, CQ=ìc; saranno APzzz — a — * 


PB = -L o +a , Ap= CA - €p= CA - CQ — 
<?P—^ a-k-g, p£ = BC + Cp=±BC + CQ + 

t 

Qp=~ a + *+£■• 

Ciò posto , dai triangoli simili TP M , mS O si ha 

J «* — *’ 

TP : PM II mS , o'sia pQ : So; cioè ■ y 

•* 

“ g : SO =' § 2 . ..Dagli altri triangoli »i- 

— a 4 — *’ 

4 

mili CMP , COQ risulta CP t PM H CQ : QO , cioè 
* : y :: h : f O = 

*0 = -^ 




z 


j dunque pm = QS ~ QO — 
. Ora appartenendo il punto 


■ cr — a* 


rf* all’ellisse, deve stare (295) pm? : PM * l‘ r Ap X 

T ■ . , . > • 

pB .APX PB , cioè — V : ^ n 

' * ' j * J ■< 


Digit 
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(i- «-*-*) X a-H-Hr) : - * )x 

/ « . , ‘N . **/ 2 /T*/* * 

| 8 + J . O Sia ; 

V a ' • / . /i \ 

*’ a ( T " 4> ) 


+ 


<* ** 


: y* •• ^ «’ — k'—ikg—g’: -j-a' — 


& 


x’ ; o pure eseguendo i p'odotli degli estremi , e dei 
medj , e considerando le grandezze , che nello stesso 

tempo son moltiplicate e divise per - 7 - 0 ’ — s’ , e le 

4’y* 

altre , che lo saranno anche per x , si avih - 

( 1 \ ff* y* a* 1 

■4 - *'} ~ *8 *>• + = 7 a *' ~ 

' —a 1 — x* ^ 

4 

4 * y* — * g k y* ~ J* i 0 s ' a i sviluppando 'il ter- 

* 1 

jj^l yl j 

mine — p- a* — ^ , sopprimendo — 4’ y ’ , « 

— 2 gky* , che allor si avranno dall’una parte , e dal- 

.1 . * 

—-o*4* » 

l’altra, e finalmente .divìdendo pery 1 ; si^rvra — — 1 - 

O** 1 4 , 

■—2 - a’ — g* , equazione <^he è necessaria 

’ 4 

pel proposto oggetto y ma prima d’ impiegarla , vi 

faccia un’ osservazione , di cui si ha bisogno. 

■* 

Se il punto O che si è supposto qualunque , sup- 
ponisi che sia il punto C , cioè che la retta m O passi 




■ ; pr 


*. a 


* 
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pel centro, in qual caso essa diviene CiY; allora CQ , 
o sia k divien zero , e la retta Qp , o sia g , diviene 
CR. Or se nella rinvenuta equazione ponesi k = o , 
dopo di aver tolto il denominatore, trasposto , ridotto , 


1 1 

e diviso per — a’ , si avra g* z= — a’ — a 1 cioè 

4 .. 4 

. t - •» 

CR ' = = (t° + * ) 

~APX PB. 

Dopo di questa osservazione , tornisi al 
proposto oggetto, e pongami CM = — a'. 


CN~— b 1 , mO =y ■, CÒ — a'. Ciò pre- 
messo , per i triangoli simili CPM , C@0 si 

ha CM: CO :: CP : C<>, o sia : ? «' : V !: 

* : k = ; e dagli altri triangoli simili 

— a 1 . 

2 

CNR , mi’O si ottiene mO : m*? :: CN : C7?, 

* 

* , 

o sia j 1 : g* :: — V : C/? = -i— 7 — , dunque 

# » • • 

-r V* 

■ C/?* =— — ; ma Ci?* è uguale pure ad 

♦ v> 

, T ** ' ~ 

■4 ; P e r cul — y = J *’ ~ » 


/ 
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donde si ha g = — — Riprenda» 

• . -Li'* 

4 


ora 1 ’ equazióne 


T "’ 1 


- + 


z'*' _ JL 


• a* — a’ 


— g 2 , e vi si sostituiscano i poco anzi ot- 

1 

tenuti valori di g 1 e > e .risulterà a’X 




+ 


/V’(j «’-■') ; 

-s — — = — a — 


— a ,À z‘ _L^ /a /-L. a 3 — i’A 

4 4 W v, ) 


JL b ** 


+ 4 ^ — — , o sia riducendo, e poi 

J_ , • ' <■ 

4 


dividendo per — a% - — — =i — — 

t 4 ' 




' 4 


4 i# ‘ 


pure togliendo i denominatori ~ a' 1 ed -j è ' 2 , 
sarà è * 2 z M =— a 12 Z >' 2 — — a ' 2 v' 2- ; e finali 

4^ i ò . -4 y 

mente z' 2 ^ > da cu ^ ostiensi 

y* : a'* — z ' 1 II è ' 1 : a ' 2 ; cioè mO" 1 : ATO X 

OM' :: iViV ' 2 ; Così V equazione, rela»- 


/>**>' 

; ir 

,** J 


Digiiized by Google 


( » 4 * ) 

tivaraente a due qualunque dianaatri coniu- 
gati , è simile a quella rinvenuta riguardo ai 
due assi. 

3io. Se si faj-'=o , si trova d ' — «'* = o, 

'• • # * . « 1 li ' 

da cui si ha z 1 = ì— ; dunque la curva 

incontra la retta MM 1 in due punti opposti 
M ed M 1 lontani dal centro , ciascuno per la 

• • t 

grandezza — d , o sia CM y così tutti i dia- 
metri son Insegati nel centro. 

O ♦ 

foli J 

3 r i . L’ equazione jr'* =^77 — z>% ) > 

nell’ offrire jp' = + — d* — z '* ^ di- 

mostra , che se si prolunga mO in modo , ch« 
Om! = Otti , il punto ivi apparterrà alla cur- 
va - t dunque ciascun diametro della ellisse 
bisega le parallele alla tangente nel suo ver- 
tice M. 

3 la. Da ciò può conchiudersi i.° che la 
tangente nel vertice N del diametro iViV' , 
è parallela al diametro MM 1 . a. 0 dall* essere 

y = + y a 1 ’ — z' 1 ^ , può dedursi, 

• * \ • 

che le ordinate Om al diametro MM 1 >, son 

ijuèllè del eerchiò che avrà MM 1 per diame- 
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metro , ina diminuite o accresciute nel rap- 
porto di a' a V \ ed inclinate sotto di un an- 
golo uguale a quello dei diametri conjugati. 
Se a' s= b' , tali ordinate pareggiano precisa- 
mente quelle di questo stesso cerchio. Se fi- 
nalmente vuol sapersi in qual luogo della el- 
lisse possono {[diametri conjugati essere uguali 
fra essi , deve cercarsi in qual luogo si ha 
CP = CR , ó sia CP 2 == GR 2 , cioè z 2 ==■ 

or tale . equazione esibisce 2z a 


4 


a — z‘ 

i 


I 1 

o sia = -a 1 , o pure z=V — a 1 
o A o 


= V~ 4“ a?. — = — a 5 l a quale si 


costruirà nel seguente 


ì 

a 

modo : cioè descritto 
sùil’aSse maggiore JB come diametro (fìg-3'j) 
il semicerchio ANEB , tagliato in É dell’asse 
minore CD , si dividerà l’ arcò AE in due parti 
uguali in 2V” , ed ordinata N"P che taglierà 
1' ellisse in M" ed il/'-; sarannó CM" e CM 1 
i due semidiàmetri conjugati uguali. Perchè 
se chiamisi z la CP , per essere rettangolo 
ed isoscele il triangolo CPN " , a cagione 
dell* àngòlo , ACN 11 - di ■ ^5 gyadi , si avrà 

3* 2 = CiV" , = - peroni z a V~ — - 

' 3 1 3 . Se dal ce#jtro C si meni la 



*♦ 
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perpendicolare CF sulla tangente TM , por 
i triaygoli simili TPM ,.'TCF si avrà TM : 


il/P 


!! P(7 :* * <7P , per cpi 


CF = 


hip x re 
J Va* 


Parimente per gli altri triangoli simili pPil/, 
Cm si ha MT : TP:: NC : dnnque 

JVC= -* p CR -, onde sarà #<7 * ÓF 

MP X Tt’ X ATT X C> AfP X TCX CR 

MT X TP ' TP ’ 0 

pure elevando quadrato .iVY?’ + <7P 2 = 
A/P» X TP’ X e *?» 

— — : — ; ma qui sopra si è ve- 


duto , che y v , o sia Pii/ 2 — — a a — Z * ) ’ 

—i_ efi — 3> "\» 

pp 2 = 4i_ , pp 2 = y__ ' , e 

= — a' — s’ (3og) ; dunque sostituendo tali 

* ' - • 
grandezze , dopo eseguite le riduzioni si 

avrà NC' X C-F*= — a’ è 2 , e quindi i\£C 

X CF=~ ab ; or conducendo 1^ tangente 

NT", che incontra Pdf in I , NCx CPespri- 
me la superficie, del parallelogrammo CMtN, 

ed — ab, o sia — a X — b dinota quella del ret- 

tengolo contenuta dai semiassi conjugsrti ; dun- 


. * À 
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que i parallelogrammi costituiti dalie tan- 
genti condotte per i vertici di due qualun- 
que diametri conjugati , pareggiano il ret- 
tangolo contenuto ■ dai due assi , e perciò 
son lutti uguali tra essi. 

3i4- Per i stessi triangoli simili TPM e 
CRN , si ha TP : PM H'G&.yRN , dunque 

CR X PM . CR ’ X PjM* 

T p • , o sia PiY’ **= 



ma 


per i triangoli rettangoli CPiV , e CPM si 
ha Ci?’ + = CN , e CP’ + PM’ = 

C# dunque CR 1 -+- RN + CP’ -4* PM 7 = 
NC 7 + CM 7 ; sostituendo nel primo membro 
i valori algebrici > in ' vece dei geometrici , 

ddpo fatte tutte le riduzioni , $i*lvrà —a’ + 

6’ = iVC* + CM* ; dunque la somma dei 


quadrati di due qualunque semidiametri con- 
iugati della ellisse pareggia la somma dei 
quadrati dei due semiassi cogjugati. 

. 3i$. Se nell’ equazione, CN* — CR'-jrfiN * , 
in vece di CR ed RN sostituiscansi i rispet- 
tivi algebrici valori di e^»i , si avrà CN* =f» 

io 


<?> 



< 


ut 


u 


o 
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— a 1 — a’ + — — ; ma qui sopra si è trdvato 

4 


s \ b * s 3 \ 4 

•™=(t «• - *• + — ) ; 


duri- 


— Ct % — ~ Z* * 

* ■ t -* * 

<jue TM % = CN* X ; ora per i-4ri- 

angoli simili TPM , MP' T , quadrando , -si 

ha PT : TM'll P'M* : itfr*, a sia V -^ — : 


• a* — a* 


V* X — :: z % : MT '* y dunque MT& 

- , - * J » 

r Vl X 3 - j' sicché TM‘ x dfr'* == CN* , o 


sia 7W x M7 1 ' === C'iV’’ ; ma se chiamasi />' 
il parametro del diametro MM 1 , si avrà 2 CM : 
iCN :: aCIf ^3o8) , per cui ap' X CM 

y«= 4 CN * , o sia CiV* = —p' X CMy e quin- 
di anche X p‘ X CM , onde 

si ha CM : A$T II MT : -4- /. 

Ora se sn di 7TT come diametro {jtg- 4°) * 
èì - descrive un semicerchio , esso gasserà pel 
• punto C , per esser retto l’angolo TCT'\ 


Coogle 
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dtrhqnc se prolungasi CM finche incontra la 
V la circonferenza , per la natura del '•cer- 
chiò' ( Geom 124 ) , Riavrà CM:MTti T*M\ 

MV, per cui = ~ /. 

3v6. Da ciò può dedursi un metodo semplice per 
avere gli assi di una ellisse , e quindi per descriver- 
la , quando sien dati di magnitudine due qualunque 
Suoi diametri conju^ati, c l’angolo da essi compreso. 

Poiché si prolungherà CM per la grandezza MV 
uguale al suo semiparametro , e dal punto medio X 
di' CT si eleverà su di essa la perpendicolare XZ , 
che incontrerà in Z fa rètta indefinita TT ' , condotta 

\ ' 1 ■ 

da M parallelamente ad Nj\ u ; indi col centro Z e col 
raggio ZC si descriverà il cerchio, che incontrerà TT 1 
nei due punti T e T ' , per i quali , e per C tirando 
le TC e CT' , saranno questi gli assi in posizione. 
Si determinerà poi la magnitudine di essi , abbassan- 
dovi le rispettive perpendicolari MP ed MP 1 , ed indi 
prendendo CA media proporzionale tra TC e CP , e 
CT) media proporzionale tra T' C e CP 7 ; perchè si è 
<juì sopra veduto (3oa) , che CP : CA \\ CA : CT ; 
è facile poi dimostrare , per mezzo dei triangoli simili 
TPM e TQT , e dei cogtiiti valori di TP , PM , e 
CD' 

CT , che CT — —, cioè che CP 1 : CDy.CD-. CT. 

; 

Nel ternàinare ciò che ngngrda 1’ ellisse si os- 
servi , che essa impiegasi sovente nell’ architettura 
navale. Sen servono per determinare i diametri medj 
dei pennoni ; come appupto di sopra si è veduto , ,ch« 
se ne servivano . per determinale quelli degli alberi. 

\ 


. c 
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Impiegasi ancora per determinare le proiezioni delle 
forme , ec. In tutti questi casi , pei descrivere 1' el- 
lisse , si parte dalla proprietà che essa ha , che le sue 
ordinate son proporzionali alle ordinate del cerchio che 
ha per diametro uno dei suoi assi. Su di questo prin- 
cipio è foudata pure la seguente regola , che si espone 
per descrivere la quaderna, maestra di una nave , cuj 
voglia darsi molta capacita. 

* Supponendo (Jig. ) che AE è uguale alla linea 
dell’ allena di puntuale ; EM perpendicolare ad AE 
semilarghezza del vascello ; MF il semispianato del 
mculiere , FB = EI il pian posato del madie re ; si 
descriverà separatamente un quadrato opqr , il cui 
lato op si fa uguale EF. Divisa op in un certo nu- 
mero di parti uguali , ed AI in un pari numero di 
parti , dai punti delle divisioni si menano delle per- 
pendicolari ad op ed AI', indi col. centro r, e col rag- 
gio ro descritto 1’ arco di quadrante onq , la parte mn 
di ciascuna parallela a pq si porta in m'n 1 , sulla pa- 
rallela ad IB , corrispondente a simile divisione 5 la 
curva An'B che passa per tutti i punti n' determinati 
così , forma una parte della quaderna maestra , che 
indi si compie , per la inferior parte , menando dal 
punto B al punto C orlo della chiglia, la retta ,BC , 
cui dal suo punto medio l elevasi la perpendicolare Ik, 
che taglia in k la Bh parallela ad AE : allora col cen- 
tro A, e col raggio kB descrivesi 1’ arco BC , che è 
tangente in B della curva An'B , perchè il suo cen- 
tro k è sulla perpendicolare in B alla curva. L altra 
si costruisce similmente. 

Ora facilmente si vede, che la curva di cui trattasi, 
è una ellisse , 1’ asse maggiore della quale è BT—AI\ 
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e ’1 semiasse minore è AT — ptf = EF\ in fatti se 
pel punto (*) n' , e per 1’ altro n conducesi n'n ; que- 
sta retta sarà parallela ad AE ; e poiché m ed mf son 
due corrispondenti punti di divisione , si avrà orti : 
Am' ;; op : AI 5 cioè , supponendo che rm 1 incontra or 
in s , ed AT in u , tn : un 1 Il or , o sia AT : TB ; 
dunque le ordinate un 1 della curva An'B , stanno alle 
altre Sn del quadrante circolare, sempre nel rapporto 
di BT : AT , per cui tal curva è una ellisse : di piu 
facilmente si osserva , ciré BT éd AT sono i suoi se- 
miassi. Or coinè 1’ ellisse incontra i suoi assi perpen- 
dicolarmente , cosi è chiaro , che per congiungere i 
punti B e C con un arco che tocca la curva in B 
bisogna', che’ il centrò k di quest’ arco stia sulla retta 
TB prolungata. 

.. 

Della Iperbole. 

3 18. Si consideri ora la curva ( Jìg . 42) , 
che relativamente a ciascun dei suoi punti M 
abbia questa proprietà , che la differenza 
JM — MF delle due congiungenti di ciascun 
di tali punti , cogli altri due f ed F dati di 
sito , sia sempre uguale ad una retta a data 
di magnitudine. 

Si va dunque m traccia , come si è fatto 



0 



■ tt. 

fk * 




‘ i 



(*) Qui per facilitar la dimostrazione supponesi, ebe il lat« 
«p si « situato sul prolungamento di Al. 
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nella ellisse , di una equazione , che espri- 
me il rapporto giacente tra le perpendicolari 
MP condotte su di Ff da uno degli anzidelti 
punti M , e tra le distanze FP , o AP di 
esse , da qualunque punto dato F , o pure 
j 4 , preso ad. arbitrio su di Ff. 
e À tal uopo prendesi per origine delle ascisse 
il punto A , ideterrainatQ cól prendere su di 

Ff dal suo punto medio C , la CA = — £'* 

ed indi si fa CB^= CA. Ciò premesso , pon- 
gonsi AP = x , PM j j FM= z , e la 
cognita AF c j in tal caso saranno AP — a, 
FP = FA — AP = c — x {') , fP =fB’ + 
BA + AP = c + a +x , ed essendo fM — 
MF=a , sarà fM — a + MF= a + z. _ 

I triangoli rettangoli FPM , fPM offrono 
FP 0 - + PM* — FM 2 , ed fP*+ PM ’ =fM* ; 

o pur sostituendo i valori analitici , c % — 

2 ex -f- x' = z 2 , e c* + 2 ac + a* +- 

2 ex + 2 ax -f- x* -f- J 7, — 0 ' “t" 2/,z + 2 ’' 
Onde togliendo la prima di queste- due equa- 
zioni dalla seconda , e sopprimendo a’ -che 

* . 



(*) Se il punto P | in riguardo ad A fosse al di là di F , • 

Mora FP sarebbe —'sc^-c ; ma ciò non porterebbe alcun di- 
varia nella finale renartene. ’ - ‘ • 


% 
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si troverà in ambi i membri , si avrà 4 CJC 

/ * 4 * - * 

-f- anc 4* aiwr 3= a az , da cui sì ha s ss 
scg-f-t/r -f n _ ^ j un( j Ue SO slituendo questo valore, 
di t nella prima equazione, risulterà e % aear 

lic*x , -\-l\ac*x-\-a , c , -\-\acx' l -\-ia' , cxJ(-a*x* 

+ 3C'+y#=J- ^ » 

e togliendo il denominatore , trasponendo , e 
riducendo, sarà ^a'cx-f^àc'x + 4 acx ' 

+ 4c 2 *^ a , o sia a 1 y % == (4 ac + 4 c2 ) (ax~t-x 2 ) > 

e finalmente y' __ ^ ac ( a# -J- ). 

319. Questa equazione può servire a descrivere la 
curva per assegnazioue di punti , dando ad x succes- 
sivi diversi valori. 

La curva si può descrivere anche per assegnazione- 
di punti , prendendo ad arbitrio su di fF una porzione 
Br maggiore di BF, e descrivendo col centro f ed in- 
tervallo Bt un cerchio, che si farà tagliare in un punte 
M da un altro cerchio descritto C9I centro F, ed in- 
tervallo Ar. 

Finalmente una tal curva si potrà descrivere con un 
movimento continuo nel seguente modo. 

Si applicherò in uno dei due punti /, F , e sia f 
F estremo f di una riga fQ indefinita , ma però mag- 
giore di fA , qual riga sia girevole intorno di questo 
punto. Indi 'un filo flessibile FMQ , la cui differenza 
dalla riga fQ pareggi AB , si figlierà con un suo estre- 
mo nell’ altro /"dei due punti/, j F, e coll’ altro estre- 
mo Dell' altro estremo Q della riga, Allora ij girerà la 
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riga fQ intorno di /, mentre uno stiletto Af » che ten- 
derà le due porzioni FM , MQ del filo , terrà sempre 
distesa lungo la riga la porzione MQ del filo ; lo stiletto 
M descriverà la curva AM di cui trattasi, e che chia- 
masi Iperbole. In fatti, la riga fMQ diminuita del filo 
FMQ = AB, ma fMQ — FMQ — fM — MF, col 
sopprimere di comune MQ ; dunque fM -*• MF — 
AB , cioè ad una retta data. 


3ao. Jf equazione f* = 


4oe-f-4 c ' 


(ax -f- x 2 ) , 


— (ax -f- x 1 ) , lo 

che fa vedere , che ad ogni ascissa AJP , 
o sia x , corrispondon sempre due ordinate 
uguali FM , /Mi', che cadono una da una 
parte, e l’altra dall’ altra del prolungamento 
di AB clic chiamasi asse primario : in qual 
modo conchiddesi , che la curva ha un se- 
condo ramo AM' perfettamente uguale al pri- 
mo AM, e che entrambi sono infiniti , perchè 
è chiaro clic come si aumenta x, così aecresconsi 


esibisce y = -±_jA 


anche i due valori ± 'V (ax + x 2 ) ]. 

321. S« in questi stessi valori si fa nega- 
tiva la x , cioè se suppone^, clic il punto P 
cadé al di .sopra di A , ossi , diverranno 


— K" ' a^ J » ora essén- 

o x 2 — ax , o sia ( x — a ) x negativa , 
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finche x ,è minore di a , la grandezza 
— V ~ l ~ " ( x' — ax ) J sarà allora im- 

maginaria , o sia non vi sarà alcun valore reale 
di y da A fino a B\ ma se poi x supera a v 
allora x' — ax ritorna ad esser positiva ,, per 
cui i valori di y diverran nuovamente reali ? 
onde principia da B una tluova porzione mBrn 1 
di curva , che come la prima si estende al- 
r infinito da ciascuna parte del prolungamento 
di AB , e che è perfettamente uguale alla pri- 
ma ; perchè se si prende Bj>= AB allora x * — 
xa , o sia Ap X pB == AP X BB ; dunque 

anche pm = PM. 

\ 

3a2. Se nell’ equazione y 1 = — — il — x 

( ax -f> x* ) , si fa y = ó , si avrà ax + x * , * 
o sia x. ( a -f- x) = o ; da cui risulta x = o y 
ed .r -f- a == o., o sia x = — a; dunque la 
curva incontra 1’ asse AB nei due punti 
A e B. 

323. Se supponcsi AP = AF, cioò.r:=tf, 
per avere il valore dell’ordinata Fm ", che passa 
pel punto JF 1 ( c 1^3 chiamasi fuoco , al pari del 

puntò/) si avrà y =±\J ^ 


i * ' 

* 




un- 
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4( «C+ c' ) . 

a x 


que la doppia ordinata m"ni m 

or questa linea dicesi il .parametro dell'iper- 
bole ; e se essa chiamasi p » si avrà p = 


4 ( ac c 1 ) 


onde =± 

'<* 


4 («c+c* ) 


Dun- 


que sostituendo ciò nell' equazione delfil cur- 
va, essa si muterà ip quest’ ajtra più semplice , 


y — )• 

Dal valore di p può conchiudersi , che il 
parametro dell ’ asse primario dell’ iperbole , 
e maggiore della quadrupla distanza di un 
vertice dal fuoco prossimo ; perdio questo 

valore p= *ÙZ±±L. t riducasi a P = 4 c+ 4 ‘- 

ch,e evidentemente è maggiore di 4 c . 

324. Se sn f di AB dal suo punto medio 
C si eleva la perpendicolare DD‘ , la cui 
metà CD sia media proporzionale tra c ed 
o + c , cioè tra FA ed Af , tal perpendico- 
lare dicesi asse secondario dell’ iperbole ; il 

b' 

quale se chiamasi b , si avrà -jr = c. (a •+■ c) > 
o sia 4 2 =4ac+4c’; introducendo questo va- 
lor di b ' nell’ equazione^ 3 = — (ax-\-je') y 


essa si cambierà in y? =~ (ax 4- x 3 ). Ve- 


\ 
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desi dunque , che queste tre equazioni dell' i- 
perbole non differiscono dalle tre corrispon- 
denti equazioni della ellisse , che pel segno 
del quadrato c 2 , e dfcl quadrato x*. 

Questa stessa equazione/ 2 = a , (ax + x 2 ), 

somministra pure una proprietà analoga a 
quella stabilita nell’ ellisse in fatti , toglien- 
do il denom ideatore a’ , si avrà- a 2 j’ = 
/ • 
b 7 (ax -j- x 1 ) , da cui si ha questa analogia , 

j 2 : ax -f- x 1 :: b 2 : a 7 , o sia PM 2 : AP X 
PB t: DD' 2 : AB 7 CD 7 : CA 7 '\ dunque il 
quadrato di un' ordinatd all ’ asse primaria 
dell 1 iperbole , sta al rettangolo delle ascisse 
corrispondenti prese da entrambi i . vertici , 
come il quadrato dell ’ asse secondario , sta 
a quello del pfimario ; e quindi i quadrati 
delle ordinate son tra essi come' i rettan- 
goli delle corrispondenti ascisse prese da ambi 
i vertici. 

Quando i due assi a e b sono uguali, l'e- 
quazionfe diventa y* = ax -f- x 2 , die non 
differisce da quella del cerchio , che pel se- 
gno del quadrati) x 2 . In tal caso 1’ iperbole 
diccsi " parilatera , o sia equilatera. 

Dall’ equazione p — 1 - } s i ha /fac + 
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4^ — a p ì ma pure 4“ c = b* , dun** 

que ap= b* , da cui si ha a : b TT b : p ; 
dunque il parametro dell* asse primario è terzo 
proporzionale in ordine a quest 1 asse , ed al 
secondario. 

3 2 5. Se dal punto D al ponto A si tira la 
retta DA , il triangolo rettangolo DCA darà 

DA = V (CD* + CA*) = y ^ *’+ ' a*y 

in cui sostituendo per b* il suo valore 4 ac + 

4c a s si avrà DA = V ( c* -f- ac + * - a* ) 

== c a = FA AC =CF\ dunque per 

avere i fuochi quando son dati gli assi , bi- 
sogna tagliare CF= DA ; ed al contrario , 
per aver l 1 asse secondario quando ‘è dato il 
primario., ed i fuochi , bisogna col centro A > 
ed intervallo CF descrivere un cerchio , che 
taglierà la perpendicolare DD 1 in qualunque 
punto D. 

32 6. Vedesi dunque , che la descrizione 
dell’ iperbole dipende da 'due quantità , cioè 
o dai due assi , o dalli 1 asse primario ed i 
fuochi o dall 1 asse primario e 5 1 suo para- 
metro. Da ciò che si è dettq , si ridurrà sem- 
pre facilmente la descrizione dell 1 iperbole , 
ad un dei metodi di già esposti. PoicTrè se 


' * 
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si dasse . T asse primario e *1 parametro , allor 
prendendo la media proporzionale tra queste 
due rette , si avrebbe 1 * asse secondario per 
mezzo del quale si troverebbero i fuochi. 

327, Se su di Mf prendesi la parte MG = 
MF , e congiunta FG , ad essa si mena da f 
M la perpendicolare MOT , questa sarà tan- 
gente dell’ ipèrbole cioè incontrerà la curva 
nel solo punto M. 

In fatti , se ciò non è , se è jio&ibile MO*t 
incontri nuovamente la curvtlrin N , e si ti- 
rino lef Nf , NG , NF ; per l’ adoprata co- 
struzione sarà NG = NF\ onde Nf — NG 
— Nf- NF— Mf- MF— Mf- MG = Gf , 


sicché Nfz= NG -+■ Gf \ cioè un lato di un 
triangolo uguale agli altri due presi insieme ^ 
lo che essendo impossibile , è impossibile .che 
MOT incontra nuovamente la curva in N , 
e quindi gli è tangente in M. 

In seguito della precedente .costruzione , gli 
angoli FMO , ÓMG sono uguali , ma OMG 
pareggia il suo verticale NMQ , dunque FMO 
è uguale a QMN ; sicché la retta MF che 
. va ad ùn . fuoco > ed MQ prolungamento di 
Mf che va all’ altro, fuoco , comprendono 
angoli uguali colla tangente in M. Quindi se 
F è un punto luminoso tutt’ i raggi che 


da esso caderanno sulla concavità MA M' fri 
rifleltcranno dirigendosi , come se procedessero 
dall’ altro fuoco f. 

3a8. Si determini ora la sottangenle PT. 

Poiché 1’ angolo FMf è bisegato dalla tan- 
gente M7\ si avrà ( Geom. IO/Q fM : MFll 
fT: TF , or ponendo come qui sopra , MF 
ts=x z , sarà JM-= z + a ; e di più essendo 
Ff = FA -}- AB + Bf '= a -J- ac , sarà fT 
%x=. JF — FT == a -j- 2 c — FT ; dunque si 
avrà z -f- et? «a; a + 2 c — FT : FT ; dun- 
que pareggiando i prodotti degli estremi , .e 
dei medj , sarà z X FT fax FT =az-\- 2.cz 
— z X FT ; dà coi dopo delle solite opera- 


or si 


• • • 1 „ cvr 2C3+a S 

zumi , si ha Jr 1 = — — *-= ; 

7 a 2 s-f- a . 

\ /o a\ 2 ex -4- ac -4- a x - • 

è "trovato (dio) z = - — ■ — — — , dunque 

, icx 4- iac4.2si-f a * 

2Z -f- a — ! : 5 r J =i 

a 

( 2 c -f- rt) 2 jt -f- ( 2 c -j-; a) a ( 2 e -f- a ) { ix -}- a ) 

a ' - ■ , ’ , * 

sostituendo questi valóri in quello gli FT , 

> icx-f-ac-4-ax 

( 2C -f a ) X — . 

*' . < t-'rri ' ' v a 

si avrà FT = — ; r o pur 


'( 2.c -|-'a ) X 


•xx a 


a 

• r 2C -4- a , 

sopprimendo tl coinnn fattore - ^ ~ , sara 


■e 
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___ ar*4-ac4-ox ^ , ». k . 

FT = ; . Essendosi cosi deter- 

ix -4- a * 

1 » 

minata FT , è facile di aver la sottangente 
PT ■ perchè PT = TF - FP = FT — 
( FJ-AP)=FT- FJ+AP= FT-c+x=3 


1CX + ac + 
2.C -J- « 
<7X -P X* 


— C -f- 07 = 


1CIX -I- 2X* » #5 

=3 " 

ax -}- a 


x 4- — a 

1 O 


; e da. ciò si vede , che l’espres- 


sione della sottangente per l’ iperbole , diffe- 
risce nei soli segni dà quella', che si è otte- 
nuta per 1’ ellisse. 

329 . Se da PT togliesi AP , si avrà la 
distanza AT dal vertice , fin dove la tan- 
gentè incontra' 1’ asse. Tal distanza dunque sarà 


espressa da 


ax -J- a? * 1 


— x cioè da 


— ax '■ 
a 


x ~\ a — 4;+* 

a a 1 1 

33o. Questa espressione di AT offre l’ op- 
portunità di fare qualche osservazione sulla 
-cnryatura della iperbole. Si è di sopra ve- 
duto v che ciascuno dei rami AM , AM' si 

i ■ * / . 

estende all* infinito ; intanto la curvatura di 
essi è tale , che tutte lo tangenti che menar 
si possono [da qualunque punto dei mede- 
simi , debbono incontrar 1’ asse trai centro 


( *6° ) 

C , e *1 vertice A. In fatti , se nel valore 
AT in vece di x sostituiscesi qualunque 
quantità che sia maggiore di zero , ed an- 
che infinita , il valor di AT sarà sempre 


^^i.nggiore di zero , ma non maggiore di' — a; 
percìi è quando x e infinita , il denominatore 


— a -f- x equivale alla sòia x , per non po- 
dere 1* infinita quantità x essere aumentata 

o diminuita dalla finita — a . che ad essa si 

2 ’ 

aggiunga , r o pur da essa si tolga ; ed in tal 


• * i 

— ax 

caso AT riducesi ad — , cioè ad — • a; 

X » 2 

1 * - J 1 * - 4 ; 

dunque le tangenti negli estremi infiniti dei 
rami AM s ed A M ' , passano pel centro C. 
E poiché i rami opposti Bm , e Bui' son perfet- 
tamente uguali a quelli , e di più i punti A e B 
sono equidistanti da C ; perciò ne segue , che 
tali tangenti sono tangenti anche negli, estre- 
mi infiniti dei rami j?/»,,e Bm* . Veggonsi 
esse rappresentate ( jfìg . 43) dalle rette CX, CY. 

33 1 . Queste tangenti chiamatisi gli asintoti 
della iperbole : esse , come vedesi , sono rette 
che partendo' dal centro di tal curvala que- 
sta sempre si accostano , sènza poterla incon- 
trare , die ad una distanza infinita, 


( I61 ) 

Se - pel vertice A ( fig . fi ) , menasi la retta 
At parallela a PM , i triangoli simili TAt y 

PJ\I ;; PA : At ; cioè 


TP M offrono TP 

1 

2 


» r M 


ì 


ax -f- x % 

— a + x 

2 V* ' 2 

— a -j- x — . c iv 

a i J 

*ax -J- x* « -j- x 


ax 


■ : At: 


i -f- x 


— axy 


— a -j- x 
2 1 


o pur sostituendo per y il 


li tr ”' 1 


suo valore — y/ (ecr-f- x ') , At= 


— kV(ax-\-*') 


, . , _ a -f- x . , 

qual valore di At diviene — b , o sia CD 
quando x è infinita, perchè ax deve trascu- 
rarsi relativamente ad x’ , ed a relativamente 
Jid x. Ecco dunque in qual modo si deter- 
mineranno gli asintoti. Dal punto A (fig. fi) 
si eleverà ad AB la jierpcndicolare LL'\ nella 
quale dall’ una e dall' pi tra parte di A si 
prenderanno le AL , AL' ciàscuna uguale a 
CD ; allora conducendo dal centro C ai punti 
X ed Z due rette, queste saranno gli asintoti. 

33a. Per aver Y espressione di CT (fig. 
bisogna da CA togliere AT , e si avrà CT 


— ax 
1 2 

— a — 

2 k j 


— i a* 

4 


T“+* 


CA 

CP 


» da 


cui 


*1 ha questa proporzione CP: CA CA: CT, 


( i6a ) 

a 33. Se si vuole 1* espressione di TM , nel 
triangolo rettangolo TPM si avrà TM? = 

PM' + PT*^ (ax + x* ) + ~ X + X ' y 

•• V .(-«+*)• 

=» F "7 f - «+*)* +OX + */] X ~ - • 

f- ° +*) 

' < V * 

334. L’ espressione della sunnormale P/ ri- 
levasi dai triangoli simili TPM , MPI , dai 
quali si ha TP: PM PM : PI , o sia 


ax+**\ 


> — «■+■* 




: JP/ 


y ,(__ o-l-*) 


* 

\ . 
4 


a * -J- 


ft» 

a* 


, 1 . , f>* / ' > iX 

X C 5 ^ - ® + * ) > per essere y a x -f- ar'Q. 

rf 335. Qra si stabilisca l’equazione in riguar- 
do all’ asse secondar^) DD‘ ; a qual uopo su 
dii esso si merli la perpendicolare MP' , che 
pongasi ^=/, e DP > si chiami a! 7 «arac 

PMc= CP 1 « CD - ni» , 0 si a r = - b 

— x» , e PA = PC — CA = - 

o pure a: = y* — - 7 - <1 ; sostituendo 

pera: èd y questi valori nell’equazione jy a == 

b* " - \ 

3; + *2 >» o si ? V (a.i v + or’> 


dopo eseguite le riduzioni , si avrà y' % 



X ( — — b A -f- e da ciò vedcsi, che nella 

2 

iperbole F equazione riguardaxrte F asse secon- 
dario non è , come nell'ellisse, simile a quella 
relativa al primario* . j 

336. Se vuoisi finalmente l' equazione re- 
lativa ad AB , prendendo le ascisse dal cen- 
tro C ; si porrà CP = z , onde essendo PA 

= PC — CA , sarà xz= z a : e so- 

li ’ 

*. 

stituendo per x questo valore nell’ equazione 

), si avrà a'), 

per la chiesta equazione. 

E per rapporto all' asse secondario DD ' , se 
ponesi CP 1 = z r , essendo DP' — DC •*— 
CP' sarà x' = — b — z' ; qual valore di x 1 

* n* i * 

sostituito nell’ equazione^'’ =— ( - ir'-}-#'*) 


rinvenuta (335) per tal asse * si avrà y' 1 = 

:4(="+j^> 


33^. Se le espressioni di PT y TC , PI , 
e TM determinate di sopra , voglionsi calco- 
lare coll' ascissa dal centro», devesi in esse sol- 

' ‘ V • 

tanto sostituire z a in vece di x , e tro- 


( «64 ) 


veransi PT s= 

» • x* 

1' 


‘ 4 * 


, C2 1 : 


) 

— a* 

4 




Jl, zw = ( + *> h- 4- ■<**■) x - 

« » ' a 1 4 


s ’ 4 “ J 


T • — « . 

E se prolungasi 'jl/Z* fin clic incontra l'asse 
secondario in V , ' i triangoli simili TPM , 
FCr daranno 7P : PM \\ TC : CV , o 


. l 
I 1 a’ 

• 4 ■ 4 

sia — » ^ — : y 


JffB t ■ **■ 4* i I 5 * '- 

* 


CT = 

. 

: : 


4 a ‘ ■* 


a» — 7» 1 

4 


; Ina 




# » 0 - 4 V = -Irt dunque CV = i 


Ci?* 


A onde £P': :: CD. CV. 

PM CP •’ 

• 338. Se pél centro C dell* iperbole (Jìg- ,4®) 
^menasi una qualunque retta MCM' chq ter- 
minalo quella dall' una parte e dall' altra , 
essa chiaritasi diametro di tal curva. Ogni 
Tetta ììvO condotta , da qualunque punto m del 
perimetro della curva , parallelamente alla tan- 
gente a questa coridotta dal vertice M di uh 
Suo diametro 313r$, e cfre incontra in O que- 
sto prolungato ^ ditesi ordinata del medesimo , 
ed MO , 03f le aitisse ad essa corrisponderi- 
ti. Orvsi dimostrerà , che le proprietà di un 
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qualunque diametro relativamente alle sue or- 
dinate , son le stesse di quelle dell’ asse pri- 
mario in rispetto alle sue ordinate. 

Si menino dai punti m ed O sull 1 asse ÀÉ 
le perpendicolari mp , OQ , e da m conducasi 
inS parallela 1 ad AP ; pongansb PM — y , 
OP — >. Qp = g i OQ _=, k ; sàrarinp 

AP = PC — CA — z ~ , BP*=PÒ 

a 


+ CB := z -j- — a , Ap == pC — Cy/ = 


— (?p — CA — k — g — — a , 2?p 


-T P C + ir ,v- # — - o. v 

y ~ 2 

4 Ciò posto , i triangoli simili CPM , CQO 
offrono C/ 5 : jPìW :: : @0 , cioè z : 

• I i: QO = — . I triangoli simili TPM , 

Z j. 

miSO esibiscono 77^: Pii/ :: mS' , o §a ^)p: 

** 7- .a’ 

*?<?, ovvero (33^) -4 — : J II g: SO ss » 


t ff 4 y ’ t ' 

r — ; dunque mp = SQ = @0 — OS=s 

*' *r- — a’ ' ' ’■ ' £' * 

4 • * / . -, 


ky 

4 


8 1 Ir 

■ — t — ; or poiché m e un punto 

» . 

• I .... •. 

dell’ iperbole , perciò (3 a 4) pnP : PM * :: Ap 


* <r 


fa 


P 

. » 


9 


* 

« • 


0 


{ > 

y P B: ' AP y PB ; cioè 7 * - — * *-t v * 


*«.r y 

V * .. i J' 


r 


*P :: • (* - 8 “ *7 <*) *{* - £ + 4- a )' 

( z — J-a)x(s + — «), o sia — ■ Z. 

i a ' *» 


g * *y' 


V'-V') ( * 4 ° ) 

+ g 2 7 a' : z 1 — —• ; dunque mol- 

tiplicando gli estremi ed i medj , e riflettendo 
alle grandezze , che nello stesso tempo son 

moltiplicate e divise per z“ — -y- a a , ed alle 

yr,. t .. tjrn 

altre che ’l saranno anche per z * si avrà X 

W - «- 4 a ‘ ) ““ z ^ a + === *’/‘ 

• ; j ^ ...4 

— -f- g’ j 2 — <P y' y orvero svilup- 


pando il termine ( 2’ — a\) , soppri- 
mendo k' j ' , e — 2gky , che trovenansi in 
ambi i membri , « finalmente dividendo per 

/ , « avrà - "T — + “ = £ - 

t ' “ . • *» a* 

, . 4 

— a 2 , equazione che conduce a dimostrare 
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la proposta proprietà ; ma pria si os serrerà , 
che se dall’ una parte e dall’ altra del centro 
C prendesi sull' asse AB la parte CR media 
proporzionale tra BP e PA , cioè che CR 1 

= AP x PB = z 2 — — <P , e su di AB 

4 

da R si eleva Ja perpendicolare RN 1 , termi- 
nata in N 1 dalla retta NN' condotta dal cen- 
tro C parallelamente a TM , e prendesi CN 
=*= CN* \ allora NN' dicesi diametro conju- 
gato di MM' ; e la terza proporzionale'' in or- 
dine ad MM' , ed NN' dicesi parametro di 
MM'. 

„ Or ritor^jp al proposto oggetto , ponendo 

% CM == '— a' CN- o CW = — b'\ CO = 

a « a 

z' , ed Otti = ^ 

Ciò premesso i triangoli simili CPM % 

CQÓ presentano MC : C/* M CO: , 

• ■ 

i II z' i Ar , dùnque A: := , 

. i- 


cioè — a 
a 


e A* = — — Dagli altri triangoli simili mS O , 
-Va'* 

• f 

CN'R si ha CN'l CR II mO : mS , o sia 

Y b> : CR *'• y' • g •> dunque g = 

.( ». -- fc* 




A. 
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i r cn‘Xv ,m , , . „ v 

a — • onde essendosi fatta poco anzi 


1 b * 

4 


, (:■ 


Ciì 2 = z 2 — — a a , sarà g* = — . 


1 b<> 


Or ' tali valori di g 2 , e A* 2 sostitùiscansi 

; • ' ' 

r a J /c* 

ii» • 4 . 'g* «* ’ • , 

nell equazione — ; — -f- ■— 5 *■=== g 2 


yj** 


1* o’ 

4 


>- 7 a 2 ottenuta di sopra , e si avrà i. a* X 

• - 4 t 4 . 

■■ »'■»■ (*■ — y «•) ^ 

r*"" - *• 


?'V* 

- ì'» ’ 


T a ’^ : 


A ,J 


— — a ? , e ridacendo , ed indi di- 


*\ • •** •••/••- t s'‘ 

videndo per r a’ , sarà — 

■ 4 la- 


_ _J_ 


hi • 


■7 V ' 

r »- , r , ■ 4 4 

— i, ed in seguito' dèlie solite operazioni , ri- 

b ‘ 

sulterà r' 2 = _ ( s ,a 7- a' a ) , equazione 

<•»,, * a'> ’ 4 ' , 

simile a quella ottenuta per T asse primario. 

' • . *.• { *•' , 

33y. Se si fa y* = o , trovasi z 1 ' — — a 7 ’ 
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IL- 


t 


, ^9) 

,<■ .. -j - *• -, • - 

= o , che offre 2 ' = + — a' ; dunque 

la curva incontra 3/M* in due pùnti opposti 

M ed M 1 ciascuno lontano dal centro per — a\ 

* . * » 2 • 

o sfa CM ; in tal modo ogni diametro è In- 
segalo nel cfenlro. ' • • 

v * — 


34o. L* equazione y 


»" ' 4 t . 

presentando ^ = i a*’ 

cioè per j- 1 due valori uguali ma di contrario 
segno, dimostra , che se prolungasi MÒ facendo 
Om 1 = Om , il punto mi sarà nella ci^rva ; 
cioè ohe ciasetin diametro MM‘ bisegd’Hu tte 
le corde della curva parallele alla tangente nel 
suo vertice M. 

34i • La stessa equazione offre a 1 ' y > ' 1 =» 
b'i ( j'a — 1 a 'a ) , da cui si ha y** : d*, — 

~ a'” V* : a’\ , 6 sia mO % : MOxOM' Il 

4 : , . . ' 1 . 

NN' 1 : MM' 2 ; cioè il quadrato di uri ordì -* 

naia a qualunque diametro dell ’ iperbole , sta 
al rettangolo delle corrispondenti ascisse prese 
da entrambi i vertici , come al quadrato di 
tal diametro , ne sta quello del suo coniugato. 

Sfa. Se dal centro C si abbassa su di TM 
la perpendicolare GF , dai triangoli simili 




, / 
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< ) \ 

£PT, PPM si avrà PAf: MP :: PC: 

CF = %ltri triangoli simili 

CPiV', PPAf, si avrà PP: TM :: RC: CNl y 

o sia CiV = ; dunque CPxCiY = 

JTPXTCXTMXRC _ MPYTCXRC 
TMyPT ~~ PT ' 

do a quadrato, CF-xCN • = £f 2 l££ 2 l££‘;e 
poiché PAP =. y' ( z* — i- a* ) , CP* 




£•* 


== «• - i. a‘ (338) , e (33,) Cr- =^- , 


i. : - . r«- - 4- o-y 

PT 1 * = ' 4 x 


; perciò costituendo , 


# ed Indi riducendo , si a.vrà CF* x CN % = 

\ . 

~ a* b' , onde CFxCN =s I a ò = i a x 

16 4 a 

- Or se si prolunga AfP in / fino all’ asin- 

% 

« toto , Af/ sarà uguale a CN , come da qui a 
poco si dimostrerà , e CIMN sarà un paral- 
lelogrammo , la cui Superficie sarà — CFxtól 

=?= CFxCN = ~ a X b. Onde qualunque 

* " k 

sia. il punto M , il parallelogrammo CI MN pa- 
Jeggerà sempre il rettangolo dei semiassi 
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243. Dai triangoli simili TPM , e CRN ' 
si , ha TP : PM CR : RN = 

i ± r 


ed AiT- 


PM'XCR' 

77 ^ 


i’a 1 

= : or nei triaH- 

a- 


goli rettangoli CPM » e CRN 1 si ha Cil/’ =s= 
CP'+PM* , e CiV'* , o^sia CiY?== C/l- -fc 
AZV'vjf dunque .CM 1 — CN — CP^+PM' 

— ( CR -f- RN") = CP*+PM - — C/l a 

— iUV ' 2 ; e sostituendo nel -secondo membro 
i rispettivi algebrici valori , dopo eseguite le 

riduzioni , si avrà CM' — CN ==9' a 1 - 

*■<* * a 


I i* s a j, — h ^ . Cioè , che 

nella iperbole la differenza dei quadrati di 
due suoi qualunque semidiametri conjugati , 
pareggia costantemente la differenza dei qua- 
drati dei due semiassi. 

Da ciò ne segue , che nell’ iperbole parila- 
tera ciascun diametro è uguale al suo conju- 
gato ; perchè se a = b , sarà CM " — CN 
sab, onde CM — CiV. 

344 » Se in CiV- = CR.- -f- RN si sosti- 


tuiscono gli algebrici 
Si avrà CN = z’ — 


valori di CR j ed RN , 

1 . r • 4*** ì* 

— a*, 4- _ — : ma di 

4 a 4 v * 


* ' *• * « * • ' 

sopra (337) si è rinvenuto TM % 



X *7* ) 

( 1 

— 4 a * 

z* — 7 a * ) 1-7 » dunque sostituendo , 


sarà TM * == * — 1 X CiV* ; e dippiù per 

i triangoli simili frlPT , ed MP'T' ; qua- 
drando si ha PT 2 : TM' Il P* M* : T 1 M ' , o 



/7 A 3 V a 1 

T'il/. ; dunque TO = — , 7 ,1/’ X 

• . 3* — -rt« 

4 


TM\f= CS 4 , e TMxT'M =' CN\ Ma se 
chiamasi // il parametro del diametro MM\ 
si-, avrà iCM: 2 CJV II, ptCN.: p', onde ap' 

xCd/ = 4 CA r * , e CflT* == p*xCM ; sic- 
ché TMxT'M = l -p' XCM , e quindi CA/: 

ii/r'i: ;i/r: l y. 

. • * > a .. . 

345. Di ciò si può dedurre il metodo per aver gli 
assi della ipprbole, e conseguentemente per descriver- 
la , quando son dati, due suoi diametri coujugati in po* 
dizione e magnitudine. 

I 11 falli , si premierà su di MC % (Jìg- 44 ) 1* d/2/ = 

— p's-e su -di Clldaì suo punto medio / si eleverà 

a li 

la perpendicolare IK , che in un certo punto K ta- 


Digitized by Google 


glier'a la MT' condona parallelamente al conjugato 
NN' dal punto M. Con tal punto K per centro , ed 
intervallo la distanza da K a C si descriverà un cer- 

> Vi i 

chio , che taglierà MT' nei due punti T e T' per 1 
quali', e pel centro C. condotte le TC e CT' , que- 
ste saranno le direzioni degli assi , perchè è chiaro , 
1. che l’angolo TCT* sar'a retto per essere il suo ver- 
tice C nella circonferenza , e per passare i suoi lati 
TC e CT 1 per gli estremi del diametro TT' j 2. per 

la natura del cerchio, si ha ( Geom. 127) CM\ MT “ 

1 • 

MV : MH , o sia CM : MT \\ MT 1 : I p' , per 

» a 

essersi fatta MH— — p* 

2 ■ < 

Essendosi cosi determinale le posizioni degli assi , 
se ne determinerai! le magnitudini abbassando dal punto 
M le perpendicolari M P , MP 1 rispettivamente sulle 
CT , e CT ' , e. prendendo CA media proporzionale 
tra CP e CT, e CD' media proporzionale tra CP' 
e CT' } quale operazione è una conseguenza delle 
espressioni rinvenute ( 337 ) P er CT e CT 1 . 

Quando poi son dall i due diametri corrugati ugua- 
li , in tal caso è ugnale ad essi anche il parametro ; 
dal che no deriva MH — MC , i due punti H e C 
si confondono, ed MC diviene tangente del cerchio} 
così per avere il centro K , bisogna soltanto dal punto 
C elevar su di CM la perpendicolare. 


( ( ‘ 7 * ) 

Della Iperbole tra gli asintoti suoi (*•). 


346. L’ iperbole riferita ai suoi asintoti ha 
delle proprietà , che or yannosi ad esporre , 
la cui conoscenza può essere utile. Qui biso - 1 
gna rammehtarsi come si determinano gli asin- 
toti ; veggasi (33 1 ). 

Ciascun punto E dell' iperbole (Jìg. ^5 ) si 
rapporta ai due suoi asintoti CLO , CL'o , 
conducendo da esso la EQ parallela ad uno 
di questi ; e rintracciando la relazion giacente 
tra le EQ e QC. 

Per determinar questa , si condurrà p$r qua- 
lunque punto E della curva la OEo parallela 
all’asse secondario DD ' , e l’altra ES paral- 
lela all’ asintoto CLO\ e dal vertice A si me- 
nerà AG parallela a CUo. Indi si porranno 

CA = — a ; CD , o AL , a AL* = - b ; 

a . 1 . 

CP — z ; PE — j ; AG = m ; GL -t= n ; 
CQ = t; QE 5 = 


(*) Il Tiudl'TTOee. In questo articolo , per usare una mag- 
gior chiarezza a prò degli Aspiranti di Marina , sonasi mutate 
varie dimostrazioni. Simili dilucidazioni , ma non in. modo 
così sensibile come nel presente articolo , incontranti sovente 
sparse nel decorso dell attuai Traduzione. Un semplice confronto 
coll Originale potrà mostrare agevolmente sì queste , che' Ity di- 
verse restituite tipografiche sviste. 
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Dai triangoli simili CP 0 , CAL si ha CA : 
AL !! CP : PO, o sia — ai — h , o pure 

' % ' ' V * * •. ' ■* • \ • 

ai b :: zi PO , o sia PO = — ; dunque 

$0 = — / » ed Po =; -f* jr ; quindi 

EO X Eo = — j"* = — è 1 , col sostituire 

z 4 

per j-’ il suo valore^— x (z' — ^ , e col ri- 

durre ; cioè EO X Eo = CO 1 = AL' , pro- 
prietà appartenente a ciascun punto della cur- 
va , perchè E ne è stato un qualunque di essa. 

347. Per i triangoli simili QEO , ESo , ed 
AGL si ha AL 1 AG :: EO : EQ , ed AL: 
LG ti Eoi ES \ dunque moltiplicando in 
corrispondenza queste due analogie , affin di 
introdurvi EO X Eo , di cui si ha il valore, 

si otterrà -i- b* 1 mn : : — b' 1 ut ; onde ut = 

4 4 

mn , equazione all’ iperbole tra gli asintoti. 
Così in qualunque punto E di tal curva sem- 
pre si ha EQ X ES , o sia EQ x CQ = 
AGxGL. 

, Ora per la determinazion degli asintoti ( 33 1) 
AL — AL'', e poiché nel triangolo CLL ' vi 
parallela a CL ' , perciò LG : GG 
: AL ' , dunque essendo s=s ^Z' , del 


(176) 

A pari sarà LG *= GC ; quindi il cerchio del 
diametro LC avrà G per centro , e 1’ angolo 
retto CAL i cui lati passano per gli estremi 
del suo diametro CL , avrà il vertice A alla 
periferia di tal cerchio ; oude GA ne sarà un 
raggio , e si avrà CG — GA = GL , cioè 
CG = m = n , per cui essendo ut = , 

sarà ut = to’ = CG*. 

Questo costante, quadralo m’ ,, o CG’ , cui 
è sempre uguale , ovvero il rettangolo di 
CQ in QE , di cesi la potenza dell’ iperbole. 

< 348. Dalla or dimostrata proprietà può de- 

citi rsene quest’ altra: Se da qualunque •* punto 
'E dell’ Iperbole tirasi comunque la retta REr , 
che termina agli asintoti da ambe le parti ; 
i segmenti RE , mr di questa intercetti tra 
la curva e gli asintoti , saranno uguali. 

In fatti , pel punto m menisi hmH paral- 
lela ad OEo , sarà il triangolo REO simile 
all’altro Rmff , dunque si avrà ER: Rnv :: 
EO : mll y e sarà pure, il triangolo rhm si- 
mile all’ altro roE , oude si otterrà E>: rm II 
Eo : mh ; quindi moltiplicando in corrispon- 
denza tali analogie , ne risultèrà RE x Er : 

° t r 

Rrn X mr :: OE X Eo : Eni X mh ; ma. i 
due rettangoli OE X Eo , ed Hm X mh sono 
uguali ciascuno a CD' (346) ; dunque $E 

V V-$ 


.01 


X £<r == Riti X mr , o sia /?T£ X ( Em + 
mr) — {RE + Em) X- mr , cioè RE X 
.Era + RE X mr = RE Xmr + EmXmr ; 
e sopprimendo di comune jR£ X mr , si avrà 
/?/? X Em = Tira X mr\ e quindi ftP = mr. 

349- Sia Tt tangente dell’ iperbole in qua- 
lunque suo punto M , termini agli asintoti 
di questa da fcmbe le parti , sarà Tt bisegata 
nel qpntatto M. In fatti, per M. * conducasi 
il diametcp CUT, cui da qualunque punto E 
della curva si ordini fa Erti , che si prolun- 
ghi fino agli asintoti in R ed r; sarà VE'=t 
Vm (34°) Ijf e sarà ER = mr (34?) , onde > 
VE + ER = Vr* + mr, cioè Vii — Vr; 

* . 4 v* * 

ma VR : MT tì Vr : Mt, per esserélciascuna 
delle ragioni di tale analogia uguale a qùelltf 
di VC : CM; dunque essendo VR == Vr , 
sarà MT ' . 

35o. Se pel punto M menasi 1 171/2 < parallela 
a DD 1 , e per 1 J altro E conducesi REr pa- 
rallela a Tt tangente in M , per i triangoli si- 
mili TMI , e&'REO si avrà TM : MI II RE z 
EO;%tt per gli altri simili Mit , ed Eor si 
otterrà Afe, o sia MT : Mi :: Er : Eo ; mol- 
tiplicando in corrispondenza queste due ana- 
logie , si avrà TM' : IM x Mi :: RExErz 
Of^xEo; ma dei due rettangoli IM X Mi, 


ed OE X Eo ciascuno è uguale a CD' (346) ; 
dunque TM' = RE X Er. Quindi pel 346 , 
e per* 1* attuai dimostrazione resta conferma- 
to , „ che se da un qualunque punto dell ’ iper- 
bole , conducesi una tetta parallela alla tan- 
gente di tal purva nel vertice del suo asse 
primario , 0 di qualunque suo diametro , e 
che giunge fino ai suoi asintoti ; il rettan- 
golo dei segmenti di questa retta posti tra 
la curva ed i suoi asintoti , sempre pareg- 
- già il quadrato della tangente posta trai con- 
tatto ed uri asintoto. 

35 1 . Se nell’ iperbole. mAE conducasi un 
/suo qualsivoglia diametro CMV , nel cui ver- 
tice *M Sia Tt tangente della .proposta curva y 
ed Eni sia una ^pppìa ordinata di tal diame- 
tro , la qual vada fino agli asintoti in R ed r, 
sarà VR = Vr ( 34o , 348 ) or pongansi 
CM = ^ ri, CN semiconjugato di CM = 

i. ò', TM = i < 7 , CV=ri, eVE=S; 
ciò premesso i triangoli simili CMT , CVR 

offriranno CM : MT \\ CV : VR , cioè -ri: 

.... **• , *.. • :• a , 

\ \ f , O sia ri : q ri: VR = Vr ; 

dunque RE - /, ed.Br 

* . , * 



w 

t*i ‘ * • Digitized-jy^ 



( r 79 ) 

onde essendo RE X Er — MT * = Lq> 

- /• = T ?• ; »• (338) y = il 

“ a'i 


9% sarà 


9” 2 


a'» 


x ( z ' j ~ j a> ' ) ) quindi sostituendo, si avrà 

V *'* * # * , » ,i. i 

a'» ^ a'> ' + 4 6 5 — 4 ?’ > 0 sìa ( 9* 

~ *'* ) - jr £ ( 9* -r ^ ) > ° pure ( _ 

b% ^ ~ J ( 9* ~ b> ’) = ° i ovvero ( 

~ ^ K^ 7 “T ) = 0 ’ per èui dividendo 

per ^ | ». si avra 9’ ■- = o , y =, 

i' , ed ^ q == 1 ò' , o sia TM = CiV; qual 

cosa si promise (34a) di dimostrare; per cui 
si ha (fig. 43 ) MI = (TiV*. Cioè nella iper- 
bole la tangente menata ad eSsa dal vertice 
di un suo qualunque diametro , è distesa fino 
ad un asintoto , pareggia il semiconjugato 
di un tal diametro. 

35a. Dunque èssendo (fig. 45 ) RE X Er 
— MT » (35o), sarà (35i) RE xEr= CJY>. 

353. Da ciò rilevasi il facile modo di de- 
scrivere un’ iperbole per assegnazion di punti , 
posto che sien dati di posizione e magnitudine 
due suoi qualunque semidiametri conjugati CM f 


1 
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0 CN (Jìg- .46)' Infatti, se dal vertice M del 
semidiametro CM conducesi al suo semicon- 
jugato CN la parallela TMt, nella quale dal- 
l’una e dall’altra parte di M prendonsi le MT , 
Mt ciascuna uguale a CN ; la TMt ( 34q , e 
25i ) sarà tangente della chiesta curva in ilf, 
ed incontrerà i suoi asintoti in T > et; onde 
unito il dato centro C di tal curva coi due 
punti T, et per mezzo delle CT , Ct , que- 
ste saranno i suoi asintoti. Quindi se per M 
si distendono fino agli asintoti quante rette si 
vogliono PMQ , PMQ , nelle quali da P , 
JP prendonsi le PO, PO uguali alle rispettive 
parti MQ , MQ delle medesime ; tutti i punti 
O , O determinati in tal modo , saran (348) 
della chiesta curva , ma però saran tutti a si- 
nistra di M. *Ora per aver quelli a destra di 
tal punto , converrà da qualunque degli anzi«- 
detti punti O condurre fino agli asintoti quante 
rette si vorranno ROS , R OS , ed indi pren- 
der su di esse le VS , VS uguali alle rispet- 
tive parti RO , RO delle medesime ; per la 
stessa ragione mentovata poco anzi , quest’ al- 
tri punti V ^ V saran pure della chiesta curva. 

- 354. E con tal mezzo si può descrivere 

un’ iperbole , che passa per un punto dato 
tra i lati di un angolo , e che ha i medesimi 
per asintoti. 
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355. Finalmente , dati gli asintoti di un'iper- 
bole , bisegando 1' angolo asintotico , e '1 suo 
supplemento , nelle seganti di questi angoli 
si avranno di tal curva gli assi in posizione , 
dei quali si determinerà la magnitudine nel 
modo indicato (345) ; avendosi così un’ altro 
mezzo di risolvere- lo stesso problema , di cui 
ivi trattassi . 

Della Parabola. 

356. Trattasi ora di stabilir le proprietà 
di quella curva , di cui qualunque punto è 
equidistante da un punta F dato di sito ( Jìg . 
47 .), e da una retta XZ data di posizione; 
cioè di quella curva , da qualunque punto M 
della quale condotta ad F la MF, sarà que- 
sta ugualè alla perpendicolare MH abbassata 
da M sopra di XZ. 

Dal punto F conducasi su di XZ la per- 
pendicolare FV , la qual si biseghi in A : 
questo sarà un punto della curva , per esse- 
re AV = AF , ed esso sen chiama il ver- 
tice. 

Per rinvenir le proprietà di questa curva, 
la qual dicesi parabola , ricercar si deve una 
equazione , che esprime la relazione tra le 
perpendicolari MP abbassate da qualunque 
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punto M del suo perimetro su di FF , e le 
AP distanze di esse dal punto A. Porransi 
adunque AV , o AF=c ì A P = oc , 
PM = y ; quindi saranno J/F = MII ■ — 
+ AP =. c + x, F P ,= 
AP — AF =07 — c. Ora il triangolo ret- 
tangolo FPM offre FP 2 + PM 2 = FAI 2 , in 
cui sostituendo gli algebrici valori , si ha x’ 
— 2cx + c’ + y 2 = c 2 + 2Cx + x 1 ; dunque 
trasponendo e riducendo , y* = /\cx , di’ è 
appunto 1’ equazion richiesta , da cui dedu- 
consi le seguenti cose. 

1. Per essere y' = 4cx , si ha y=±jF fax, 
cioè r ordinata y , o PM corrispondente a cia- 
scuna ascisse x , o AP , tien due valori u- 
guali , ma di segni contrarj , per cui essi ca- 
dono dalle parti opposte della retta API , 
che dicesi P asse della curva , i quali valori 
sono PM , e PM' : quindi è che tal curva 
tien due rami perfettamente uguali , che e- 
stendonsi all’infinito, poiché è evidente, che 
potendo x crescere all’ infinito, del pari fF t\cx, 
o sia y , potrà crescere all’ infinito. 

2 . Se x si fa negativa , sarà y=ìjF — 4 cx -> 
cioè immaginaria , donde deriva , che la cur- 
va non si estende al di sopra di A. 

3. 1/ ascissa che corrisponde al punto F , 


• Digitizéd by Google 



( «83 ) 

che dicesi fuoco della curva , è AF — c ; 
dunque P ordinata Fm' corrispondente allo 
stesso punto J^si otterrà sostituendo c per x nel 
valor di jr , onde essa sarà Fm! =±7 / ~ 4 c2 — 
±ac , e sarà il suo doppio m! m" = 4c. Qual 
retisi m'm" dicesì parametro dell’asse della 
parabola. Dunque il parametro dell'asse della 
parabola è quadruplo della distanza AF dal 
vertice al fuoco. 

4- Chiamando p tal parametro , sarà 4 <?=/>, 
e P equazione della surriferita curva si mute- 
rà in jr ’ — px. 

357. Avendosi l’equazione della parabola, 
questa facilmente si potrà descrivere per as- 
segnazion di punti ,* col dare ad x successivi 
diversi valori , e calcolando i corrispondenti 
di j. 

358. La stessa curva si potrà anche per 
assegnazion di punti descrivere in quest’altro 
modo ; cioè dato il punto A per vertice , e 
la retta indefinita TVI per la posizione del- 
P asse , si prenderanno dall’ una parte e dal- 
P altra di A le AV , AF ciascuna uguale alla 
quarta parte di un dato parametro P , il 
punto F sarà il fuoco ; aliar si eleveranno 
sull’ asse da varj suoi punti P le perpendico- 
lari indefinite MM 1 , che si estenderanno dal- 
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1' una parte e dall’altra di esso ; e descriven- 
do col centro F 1 , ed intervallo le distanze PVy 
che gli enunciati punti P serbano da V , de- 
gli archi circolari , che taglieranno ciascuna 
delle perpendicolari MM' in due punti M , 
ed M' , questi saran della parabola ; perchè 
sonosi per costruzione le FM fatte uguali alle 
FP , cui sono uguali le MH , che intendonsi 
dai punti M abbassate perpendicolarmente su 
di XH , la quale da V supponesi condotta per- 
pendicolarmente all’ asse AP. Or quella retta 
XH dicesi direttrice della parabola. 

359 . Finalmente può descriversi una tal 
curva , di cui sien dati il fuoco F, e la di- 
rettrice ZX , con un movimento continuo , 
impiegando una squadra VHf , di. cui un 
lato VH si farà scorrere lungo di ZX\ men- 
tre di un filo FMf flessibile, ed uguale all’al- 
tro lato Hf della squadra , essendosi un estre- 
mo legato nell’estremo f di Hf , e l’altro 
estremo nel dato fuoco F , con uno .stiletto 
M y che si terrà sempre applicato contro di 
/*. tenderansi continuamente le due parti 
del filo, cioè 1’ una FM trai fuoco F e lo sti- 
letto M , e l’altra Mf tra lo stiletto M e l’e- 
stremo f di Hf. 

“36o. L’equazione y*=px dinota , che per 
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ciascun punto M della curva , il quadrato 
dell 3 ordinata MP , è uguale al rettangolo 
dalla corrispondente ascissa , nel parametro. 

In questa stessa equazione vedesi , che i 
quadrati y 2 delle ordinate , son tra essi come 
le ascisse x , cioè;, che PM 2 : pm 2 :: AP : ap; 
poiché essendo PM 2 =pX AP , e pm 2 = 
p X Ap , sarà, PM 1 ; pm 1 pXAP : pxAp 
II AP : Ap. * 


L'equazione all'ellisse rinvenuta (286), è 

, 4«e — 4t* , x 

J — \ax — x 2 ); onde se supponesi, 

' * 


che 1’ asse maggiore a e infinito , in tal caso 
divengono infinite le quantità \ac , ed ax , 
e quindi trascurabili riguardo ad esse rispet- 
tivamente le seguenti 4 C ’ ■> ed x 2 ; per cui 
1’ indicata equazione riducesi a quest' altra 

4 acXax' ^a'cx . . . i 

T= — — — =—^7- =4 ex, che e. propria 

della parabola; dal che deducesi, che la pa- 
rabola è una ellisse di asse maggiore infi- 
nito. 

36 1. Se i punti F ed H unisconsi colla 
FH , cui da M si mena la perpendicolare 
MOT ; questa sarà tangente della parabola 
in M. 

In fatti , se ciò si nega , se è possibile sup- 




v 
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pongasi MOT incontrai- la parabola anche 
nell’ altro punto N , e da questo conducansi 
le NF , NH , e di più su di XX la perpen- 
dicolare NZ : per la supposizione dovrebb’ es- 
sere NZ = NF , ma NF pareggia NH per 
i triangoli perfettamente uguali NOF , NOH , 
dunque sarebbe NZ = NIi , cioè un cateto 
del triangolo rettangolo NZH , uguale alla 
sua ipotenusa , lo che ripugna . 

3 62 . Per la perfetta uguaglianza dei trian- 
goli MOF , MOH , si ha F angolo OMF u- 
guale all’ altro 0]}IH ; e poiché questo ade- 
gua il suo verticale fMN , perciò dev’ essere 
FMO =fMN. Dunque i raggi di luce , che 
da F pervengono sulla concavità MAM ' , ri- 
flettonsi tutti parallelamente all’ asse , e reci- 
procamente , i raggi che parallelamente all’asse 
percuotono sulla concavità MAM\ vansi tutti 
a riunire nel fuoco F. 

363. Per essere MH parallela a VP , ed 
HO uguale ad OF , saran simili ed uguali i 
triangoli IiOM , TOF; dunque FT = MH 
■=zPV~x-\-c \ onde PT—TF-+ FP==x-\-c 
-f-.r — c = ix. Quindi nella parabola la sot- 
tangente PT è dupla dell’ascissa AP. 

364- Elevando da M la perpendicolare MI 
sulla tangente TM , i triangoli simili TPM , 
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PMI daranno TP: PM :: PM : PI ; cioè 

y a ^ 

ax : j Il j : PI ~ ~ 0 pure perché 

■ , I, VX I • - 

y 3 =pjc, Sara PI = — = -p. Dunque la sun- 
no rmale è di un costante valore per ciascun 
punto della parabola , cioè ugtiale alla metà 
del parametro. 

365. La parabola impiegasi per disegnare la qua~' 
denta maestra dei vascelli , cui voglia darsi molta 
stella. Descrivesi un rettangolo AB CD (fìg- 4^- ) i l a 
cui lunghezza AB è quella del bajo , ovvero baglio } 
e l'altezza è la profondità del vascello , o sia V altezza 
di puntale : dall’ una parte e dall’altra del punto me- 
dio E di DO prendonsi le EG , EH uguali ciascuna 
al semisitianato del madiere , e condotte GM ed HL 
perpendicolari a DC , ed uguali ciascuna all’ accula- 
mene , descrivonsi le parabole uguali A M , BL che 
abbiano per vertici A e B , per comun asse la AB , 
e di cui la prima passi per M , e la seconda per L. 

Per descrivere queste parabole , bisogna saperne il 
parametro; or se prolungasi G\1 fin che incontra AB 
in P , in tal caso MP sarà un ordinata , ed AP la 
corrispondente ascissa ; ma l’equazione y 3 s= px dino- 
tando che 1’ ordinala è media proporzionale tra l’ascis- 
sa e’1 parametro, dimostra che per trovare il paramo 
tro, può tirarsi AM , ed al suo estremo M elevar la 
perpendicolare MK , che incontrerà AB nel punto /li, 
e determinerà KP per tal parametro ; perchè a ca- 
gion dell’ angolo retto AMK , la perpendicolare PM 
è media proporzionale tra AP , e PJK. Essendosi i n 
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tal modo determinato it parametro , potransi avere 
guanti punti si vorranno della parabola , col metodo 
esibito ( 358 ). 

Quando son descritte tali parabole, si compie il pian 
■posato del madiere impiegando due archi di cerchio , 
di cui uno MO rivolge la sua convessità all’ in giù , 
e 1’ altro OS all’ in su ; e non solo bisogna , che i 
due archi MO ed OS si tocchino ( lo che è facile 
per lo già detto in Geometria 49 ) j ma fa d’ uopo 
ancora che MO tocchi la parabola in M , Io che suc- 
cederà se il centro dell’arco MO sarà in qualche pun- 
to R della perpendicolare MI alla parabola : or si è 
veduto (364), che per determinar questa perpendico- 
lare , bisognava prender la sunnormale PI uguale al 
semiparametro j dunque si dovrà da M , al punto me- 
dio I di PK cotadurre la MI, e prendere su di que- 
sta il centro dell’arco MO. Un tal centro prendesi or- 
dinariamente in modo, che il punto O, o l’arco MO 
incontra la MS tirata al bordo S della chiglia nel suo 
punto medio 5 a qual uopo prese le MF , ed FO u- 
guali ciascuna al quarto di MS , si eleverà dal punto 
F su di MS la perpendicolare FR , che determinerà 
il centro R dell’ arco MO ; indi congiunti i puuti R 
ed O colla RO, questa si prolungherà in T facendo 
OT uguale ad RO, T sarà il centro dell’arco OS • 
in modo che 1* arco MO toccherà 1’ altro OS in O , 
e la parabola in M ■ L' altra metà si compie simil- 
mente. 

366. Ogni retta MX ( ( Jìg. 49 ) menata da 
, un punto M della parabola parallelamente al 
suo asse AQ , chiamasi diametro di tal cur- 
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va; il quadruplo della distanza FM dal fuo- 
co , al vertice M di un qualunque diametro, 
di questo dicesi parametro ; e qualsisia retta 
mO menata da un punto m della parabola 
parallelamente alla tangente nel vertice M di 
tal diametro , dello stesso ordinata vien det- 
ta. Si dimostrerà, che le ordinate di un qual 
si voglia diametro , avranno le stesse proprie- 
tà delle ordinate dell’asse. 

Si tiri all’asse l’ordinata MP , .cui dai 
punti m , ed O si conducano le parallele mp y 
OQ ; finalmefite da m si meni mS parallela 
all’ asse. Si pongano AP = x , PM — y , 
<?P = g , AQ = k ; sarà Ap = k — g. 
Ora per i triangoli simili TPM , mSO , TP : 

PM :: mS : SO , cioè ax :y :: g : SO — — 

° lx\ 

dunque pm = QS= QO—OS = PM—OS=x 
y — — . or poiché m è un punto della pa- 
rabola , perciò (36o) pmP : PM 2 II Ap : AP ; 
cioè Qr — \y* \\k — g : x ; onde molti» 

plicando gli estremi , ed i medj , si ha xy % 

— oj 2 + = ky' — gy% che riducesi (col 

dividere per y* , e col sopprimere i termini 
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ugnali in ambi i membri ) ad x + 7- = k , 

4* 

g 

o pure a ~ — k — x. 
q.v 

Ciò premesso , pougansi l’ascissa MO = x', 
e r ordinata mO —j' ; sarà MO = PQ = 


— AP = k — x) cioè x' — k — x — — 

o sia g* = /fxx r ; ma pel triangolo rettan- 
golo mSO si ha mS* -f- SO* — mO 1 , cioè 

+ ^ — /'* ; dunque sostituendo per g 2 il 

suo valore J^Kx 1 , e per jr* il suo valore px , 
dopo eseguite le riduzioni, si avrà /\xx' -f- px'= 
j ' 1 , o sia ( \x + p ) x' = j‘\ Ma se chia- 
masi pf il parametro del diametro MX , si 
avrà p' = \FM = l\x -f- \c = /\x -f- p ; 
dunque finalmente p'x'=y\ Quindi l’equa- 
zione riguardante un qualunque diametro del- 
la parabola è la stessa di quella relativa al- 
1 asse. Onde il quadrato dell' ordinata mO 
ad un qualunque diametro MX della para- 
bola , pareggia il rettangolo della corrispon- 
dente ascissa nel parametro di tal diametro-, 
ed i quadrati delle ordinate ad uno stesso 
diametro qualunque della parabola , son tra 
essi come le corrispondenti ascisse. 

367. i)a tutto ciò che si è detto ne segue, 
che se. vuol descriversi una parabola, che ha 
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una retta indefinita MX per diametro , di cui 
M è il vertice , . ed una data retta p' iJ pa- 
rametro , e dippiù è dato F angolo contenuto 
dalle coordinate dello stesso diametro. Dal 
vertice M si condurrà la NMT, che conterrà 
con MX F angolo NMX uguale al dato ; per 
lo, stesso punto M si menerà MF , che dal- 
F altra parte di MX conterrà con TM F an- 
golo FMT pure uguale al dato, o sia ad NMX, 

e presa MF = —p ‘ , il punto F sarà il fuo- 


co della chiesta curva (362, e 366); dunque 
condotta per F la TFQ parallela ad MX > 
che incontra TM in M , essa sarà F asse in 
posizione , il cui vertice A si determinerà ab- 
bassando da M su di TQ la perpendicolare 
MP , e bisegando PT in A (363). Allora 
avendosi il fuoco*e’l vertice, sarà facile de- 
scriver la chiesta parabola (358 , e 35g). 

368. Le tre curve successivamente conside- 
rate sono state nominate sezioni coniche , per- 
chè ottengonsi segando un cono con un piana 
in diverse guise. Per esempio , si ha l’ellisse 
AMmB ( Fig . 5o) se tagliasi i) cono CHI con 
un piano A MB , in modo che questo incon- 
tra i lati CH y CT di un qualunque triango- 
lo CHI per 1* asse di quel cono , nei due 
dunti A , e B sottoposti al suo vertice C : 
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Insogna solamente eccettuarne il caso , in cui 
la comune sezione AB del piano AMB , (che 
esser deve in tal circostanza perpendicolare al 
triangolo C//7, il qual non solo dev’ esser per 
r asse , ma -anche per 1’ altezza del proposto 
cono), contenga con un lato CB di tal triangolo, 
l’angolo CBA uguale» all’altro C///, che con- 
tengono la base HI, ed il rimanente lato CI 
dello stesso triangolo ; in questo caso la se- 
zione è un cerchio , che dicesi succontrario , 
come si dimostrerà nella Navigazione. 

Se poi il piano segante AMm ( Fig. 5i ) 
incontra un lato CI di un triangolo C/Z7per 
Passe, in A al di sotto del vertice C y e l’al- 
tro lato CII dello stesso triangolo , in B al 
di sopsa del vertice C, si ha l’iperbole AMm. 

Finalmente ottiensi la parabola AMm , quan- 
do il piano segante incontra un lato CI di 
un qualunque triangolo CIII per l’asse , nel 
ponto A al di sotto del vertice , ed è paral- 
lelo all’ altro lato CII dello stesso triango- 
lo (*). Eccone la dimostrazione. 

(*) Ir. Traduttore. Queste definizioni sono state recate in un 
modo un poco diverso da quello delC Originale , affin di non 
produrre alcuna ambiguità ; poiché dicendo t Autore , che 
l' eli isso sia quella che incontra due lati del cobo al di sotto 
del veri ice ; chi è colui che non vede essere anche l’iperbole 
e la parabola nello stesso caso ? c dippià secondo V Autore 
medesimo è anche non molto soddisfacente la definizione dei 
cerchi succontrarj . come si potrà facilmente osservare net- 
ti Originale. 
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Concepiscasi il cono CHI ( Jìg . 5 o, e 5 1 ) 
segato con un piano procedente per 1’ shse suo , 
si otterrà per sezione un triangolo (*) ; e di 
più il cono medesimo si seghi togli altri tre 
piani AMm , FMG ., limi, perpendicolari 
all’ anzidetto triangolo , c dei quali i due ul- 
timi sicn paralleli alla hase del cono (**). Le 
due sezioni FMG , Hml saran cerchi (Geom. 
199), clic incontreranno la sezion e. AMm, in 
il/, ed m. Le intersezioni, FG ,• HI di que- 
sti cerchi , collo stabilito triangolo per Tasse* 
saranno i diametri di questi cerchi medesimi. 
Le intersezioni Pii/, pnl di questi cerchi , col 
piano AMm , saranno (Geom. 188) perpen- 


(*) Il Traduttore. È un teorema già dimostrato in altre 
istituzioni di coniche sezioni , che la sezióne fatta in un cono 
con un piano procedente pel suo vertice , è un triangolo ret- 
tilineo , il quale se passa peri' asse, dicesì triangolo per l'asse. 

(**) Il Traduttore. Una tal costruzione è possibile solo nel 
caso , in cui o il cono è retto , o pure il triàngolo nptt sol- 
tanto è per r asse , ina anche pep l' altezza del cono , come 
l' è chiaro flalla Geometria solida ; ambe le quali condizioni 
non sono in alcun modo dall' Autore espresse. Intanto è su- 
perflua l’urta, o t altra ipotesi , bastando un cono qualunque , 
ed un qualunque triangolo per l’ asse ; purché però il piano 
della sezione proceda pcp una corda della base, del cono , la 
qual sia perpendicolare aliti base di un qualunque giù con- 
dotto triangolo per t asse , come è noto j6l dai tempi del /te- 
molo A'pollonio Pergeo. 

1 3 
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dieolari al medesimo triangolo per 1’ asse , e 
saranno nello stesso tempo ordinate 4* tali cer- 
chi , e della sezione AMpj. '> ' 

Ciò posto, i triangoli simili APG , A[d esi- 
biscono AP \ Ap :: PG : pi , ed i triangoli 
simili BFP, BHp offrono PB: P B :: FP: Hp\ 
moltiplicando in corrispondenza queste. due ana- 
logie, si ha APxPB : ApXpB :: FPxPG ; 
ffpXpI, ma per la natura del cerchio FPxPG 
ss* PM % ed HpXpI == pm?', dunque APxPB: 
ApXpB :: PM 2 : pm 2 , cioè i' quadrati delle 
ordinate della sezione A Mrn son tra essi , co^ 
me i rettangoli delle corrispondenti ascisse prese 

da ambi i vertici ; or tali ascisse cadono da 
* 

ambi i lati dell'ordinata, (fìg- 5o), e da un 
medesimo iato (fig. 5i) ; dunque A Min (fig. 5 o) 
k un’ellisse, e ( jìg . 5i ) è un’iperbole. 

In quanto alla figura 5 2 , supponendo le 
Stesse cose di qui sopra , per la natura del cer- 
chio si ha PM‘ = FPxPG , pm 2 = IIpXpI 
* 

saes FPxpI , per essere FP = IIp a cagion 
delle parallele Pp , FH , ed FP , Hp\ dun- 
que PM': pm' :: FPxPG: FPxpI PG: 
P 1 A AP : Ap , per i triangoli simili APG , 
Api ; cioè'i quadrati delle ordinate son tra 
«Ssi Come le corrispondenti ascisse , c quindi 
la curva è una parabola. 




i 
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Riflessioni sulle Equazioni alle Sezioni 
coniche (’). 


3 69 . Da ciò che si è dimostrato (3og) ne segue , che 
se nell’ ellisse chiamasi * l’ascissa CO (flg- 38) presa 
dal centro, su di un qualunque diametro MM l , y 1’ or- 
dinata mO , che conseguentemente è parallela al suo con- 

• b* 

jugalo CiV; si avrà y' 2 = - 

a * 

zione a tal diametro , qualunque sia 1 ’ angolo contenuto 
da essi diametri conjugati. E se pel punto m menasi mO 1 
parallela ad MM' , e éhe quindi è un ordinata al dia- 
metro NN' , allor ponendo CO 1 =. x 1 , ed mO 1 e± y l , 
si avrà y ~ x 1 , ed * — y* ; e l’ equazione diverrà 

=4( b * - ) » ** «i i ha = p Q b ' 

— x 1 ’^. Cioè a dire , che prendendo le ascisse dal cen- 
tro , l’ equazione per rapporto a qualunque siasi diame- 
tro , è sempre della stessa forma , fin tanto che però si 
fan le ordinate parallele al suo diametro conjugato. 

Se b — a l’equazione diviene y* = t a* »— *• , 

4 

che si è vedìito ( a85) appartenere al cerchio. Ma biso- 
gna bene osservare , che ciò si avvera quando le coor- 
dinale sono rettangole ; poiché se esse sono obbliquan- 


(*) It Tradotto re. In questa interessante teoria dei Luoghi 

Geometrici , sono Continuamente usati tutti i possibili rischia- 
ramenti, per renderla più intelligibile ai Giovanetti Aspi- 
ranti. ,St confronti coll Originale. 


o* — x 1 ^ per l’equa 







'•f 1 . .. 


i^5 

gole , la stessa equazione y 2 =1 a* — x* appartiene 

all’ellisse riferita .ai suoi diametri conjugati uguali, e 
non niu al cerchio. • - 

' ** 1 l 

Per l’ iperbole , se ponesi =r x 1’ ascissa CO (Jig. 43) 
jprcsa dal centro , sul diametro MM' terminato da ambe 
le parti alla curva, ed^ == y 1’ ordinala rnO .parallela 
al suo diametro conjngato NA' ; si avra (338) y 2 — 

(x 2 a* 'S per l’equazione a tal diametro, qua- 

«e* \ k 4 J - - , 4> 

huiqtte sia l’angolo contenuto da essi diametri conjugati. 
Ma sé, menasi dal punto ni 1 la retta m'O , .parallela al 
diametro CM , e ponesi ~ y 1 la m'O , che in tal caso 
è" un ordinata del diametro A A 1 » e ponesi 1’ ascissa CO 
zxz jc r , si avra x 1 = y , ed y' — x , lo che cambierò 

" '* ‘ ’f* A J V * 

l’equazione in x' 2 m — ^ y' 2 — — a*], CU * S * 

ha y 1 ’ = — ^x' 2 -|~ — b* ^ che l’equa- 

zione 'in rapporto' al diametro conjugato JW , non è si- 
mi)e a quella relativa al diametro MM , che va a ter- 
minare alla curva. 

in riguardo alla parabola , si è osservato (366) che 
prendendo le ascisse dal vertice .su di uh qualunque dia- 
metro , e prendendo le ordinate para Ile ld alla tangente 
nei vertice di tal diametro , 1’ equazione è sempre y 2 
— px , col chiamare y 1' ordinata , 'ar 1’ ascissa , e p 
il parametro dello stesSo diametro. ■> 

’• t Fina imeuie rispetto aU’ iperbole riferita ai suoi asintoti , 
prendendo le ascisse dd centro , e su di un asintoto , 
e le ordinate parallele a)l’ altro asintoto , v di più po- 
nenti) le prime = x , le seconde •:= y , > la pofrnza 
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dell* iperbole = a' 1' equazione di tal curva in riguardo 
agli asintoti è xy = 

370. Ma bisogna bene osservare , che allora queste 
esposte equazioni si riferiscono^ alle enunciale curve , 
quando le ordinate y hanno il principio di esse dal dia- 
metro delle ascisse x , o pure , che vai lo stesso , quando 
le ascisse x principiano dal diametro dèlie ordinale y ; 
perchè si potrà avere uir 1 equazione di alcuna delle espo- 
ste forme , e con tutto ciò essa non si riferirà ai diame- 
tri conjugati , se la medesima riguarda l’ellisse, o l’iper- 
bole ; o pure la stessa non esprimerà il rapporto delle 
coordinate di un diametro della parabola , ,se essa a tal 
curva appartiene. Per esempio , se ( fìg. 53 ) CM 1 , CN 
son due semidiametri conjugati di un’ ellisse M' NM , 


in riguardo ai 


quali si ha l'equazione y* 




— x* ^ , in cui CM 1 = - a , CN = — ò , CO = x , 

• J « ' 7 2 2 

e QM = y. Ora se pel centro C della proposta ellisse 
tirasi con qualunque posizione una. retta indefinita FCE. y 
che incontra le ordinale. QM in E , e prendesi sul se- 
midiametro CM' , dal centro C , la retta cognita CB y 
dal cui estremo B menasi la BF parallela alle QM , 
la quale troncherà per conseguenza dalla ECF il seg- 
mento cognito- CF 5 e pongonsi.le CE = , la BQ 

= m , la CF = n. Allora (fai triangoli simili CBF+ 
CQE si ha BC : CF ” CQ : CE , 0 sia m : 1* ** 

irta 

x : r x, onde x — — ; per cui se un tal valore di x 


sostituiscesi nella superiore equazione , essa commutasi 

n ' , b\ / 1 m’s’ \ ... 

nella seguente y' = — ( -a’ ) , o sia a n’v* 

< a* V 4' «'■ / 


il* 

— — a'b' it’ — b‘ m ’ a 1 

4 


pure a' «’ v* = b * m* X 


( j a ' n " ' \ 

jy , li qual si ottiene col dividere il 

tri* *’ " .* 

secondo rncnibro per b a m* } ed indicando nello stesso 
tempo la sua moltiplicazione per b % m' ; o pur finalmente 

/ — a 1 n’ \ ' 

y’ = m *V , equazione della stessa 

J a J /t» i n‘ i ■ . . 

forma della superiore , ma che contro ragione , come ve- 
dasi , si riguarderà appartenere ai diametri conjugati della 
pfopcsta ellisse , perchè mentre le ascisse a , o sia CE 
sou presè sulla /: CF , le ordinate y o QM hapno il 
principio di esse dal diametro QM' , e non già dal dia- 
metro ECF delle presenti ascisse. 

371. Generalmente vedesi dunque i.° che se si ha 
un’equazione del secondo grado, a due indeterminate x 
e<l y , e se una delle indeterminate ha il suo principio 
dal diametro ove prendesi 1’ altra 5 tale equazione appar- 
terrà all’ellisse riferita ai suoi diametri conjugati, o al, 
cerchio, se non contiene altre potenze, che i soli quadrati 
df x , ed y , e tali quadrali delle indeterminate x ed y 
trovansi in differenti membri con differenti segni , e se 
nello stesso tempo tutta la quantità cognita trovasi in un 
membro col segno contrario al quadrato dell’ indetermi- 
nata , che giace nello stesso membro , o collo stesso se- 
gno. del quadrato dell’ indeterminata , che giace nell' al- 
tro membro ; perchè se abbiasi , per esempio , l’ e- 
■’*- b' r • 1 *• \ 

quazione y’ = ^ a 1 — x\J , questa non espri- 

merà linea alcuna j poiché dalla medesima si ha y 


I 


1 
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L I/' x "1 

— f a* — r x' ) I , che è una quantità 

a ‘ 

immaginaria, o sia impossibile (98). 

372. 2. 0 Se i quadrati delle due indeterminate x, ed y f 
posti in differenti membri , hanno lo stesso segno , e se 
non sonovi altre potenze di x , ed y, che i soli quadra- 
ti ; aìlor 1’ equazione apparterrà sempre ad una iperbole 
riferita a qualche diametro che termina alla curva , o 
al suo conjugato , secoudochè rispettivamente il termine 
tutto cognito, sarà di segno' contrario a tali quadrati, o 
pur dello stesso segno. 

3 ^ 3 . 3 .° Se 1 ’ equazione contiene il quadrato di ura 
sola delle ducindelenninale , e non ha che due soli ter- 
mini , il secondo dei quali è il prodotto dell 1 altra inde- 
terminata per una quantità cognita ; essa apparterrà alla 
parabola tiferila ad un dei suoi, diametri , se tali due 

• . . . . „ V 

termini posti in differenti membri , hanno lo stesso se- 
guo ; se poi questi termini son di segno contrario , al- 
lor P equazione, non esprime linea alcuna possibile. 

3 j 4 - 4 -° 'Finalmente se l’equazione serba due soli ter- 
mini , un dei quali è il prodotto delle due indeterminate 
a? ed y , e l’altro una quantità tutta cognita; essa espri- 
merà l’iperbole riferita ai suoi asintoti , se -tali tengami 
posti in differenti membri hanno lo stesso segno; se poi 


hanno segno contrario ,' 1 ’ equazione esprimerà una- linea 
impossibile , perchè in tal caso ritrovando il valore di 
una delle due indeterminate , si avrà una quantità posi- 
tiva , uguale ad un’ altra negativa , lo che è un mani- 
festo assurdo. 1 , - -, 

375. Tali sono le equazioni alle sezioni coniche rife- 
rite alle diverse linee > cui sonosi rapportate. In breve 
se ne vedrà P uso : ma non è mutile dir Hi vantaggio , 


1 


«ite quante Tolte si -avrà «inequazione a dna mdètermì- 
nate x ed y , la qual serberà le esposte condizioni, sarà 
sempre facile costruir la sezione conica cui essa appar- 
terrà , col condursi come nel seguente esempio. 

suppongasi di aver 1 equazione ned — qy* — gx’, 
^«Ssa Si scrìverà cosi ay> = ned .— gx'\ col porre nel 
primo membro positivamente il solo termine in cui è y» , 
i tutti gli altri nel secondo membro ; indi dividendo il 
secondo membro per g , ed indicando nello stesso tempo 

la moltiplicazione per g , si avrà qy 1 — g x’ ^ 

# ned ^ 8 ' 

• finalmente y* ==€. ^ n £ x-’^. Ór posta 1’ equa- 

zione sotto di questa forma vedasi (3og., e 3- 1 ) , die 
essa appartiene ad una ellisse , della qùale il rapporto 

dei quadrati dei due diametri conjugati è - , ed il qua- 

9 

drato di quello di questi due diametri , sul- quale si son 
prese le * , è . Infatti, paragonando questa equa- 

zione coll’ altra y* = — ( 4- a’ — a;*'') , si ha 

• a* \ 4 y . a» 

g , i . , ned . - , ined 

7*4 g g 1 

due equazioni rilevasi a — y , e b = V 

* • 8 9 

yr=yfcf X v| -yfc?. a. 

pienamente determinati nella magnitudine i due diametri 
donjugati } in quanto alla posizione , essa si ha nell’ an- 
golo delle x ed y, il quale deve considerarsi dato per 
lo problema , che avrà «Condotto all' equazióne ned — qy * 
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. Or il è di giù veduto (3t6) come conoscendo 
queste tre cose, si può descrivere l’ellisse. 

Si terrò sempre un simile metodo .per le equazioni alle 
altre sezioni , quando esse si rapporteranno ad alcune di 
quelle esposte di sopra. Si va ora a far vedere , che ogni 
equazione di secondo grado a due indeterminate , esprime 
sempre una sezione conica, o pure una linea impossibile (*) ; 
e ciò si dimostra facendo vedere , che ogni simile equa- 
zione si può sempre ricondurre ad alcuna di quelle che 
souosi qui. sopra recate. Si va ad esporne il metodo , 
ma affinchè il suo uso , e le costruzioni alle quali esso 
conduce riescan più chiari , è opportuno qui anteporre 
le seguenti riflessioni. 

3^6. Poiché ogni problema che può essere algebrica- 
mente risoluto , conduce sempre ad una , o più equa- 
zioni 5 perciò ogni equazione a due iudelermhiale u, e t, 
può sempre considerarsi come proveniente da .un proble- 
ma, in cui queste due indcterminatp m, e / rappresentino 
le due incognite. Qualunque sia un tal problema , può 
sempre considerarsi che 1 ’ equazione da esso risultante 
esprima la natura di una curva, lo che , facilmente si 
comprende ; perchè se ad una delle due incognite , per 
esempio ad m, si dannocad arbitrio e successivamente 
diversi valori , ed indi per mezzo' dell’ enunciata equa- 
zione , e delle algebriche regole , relativamente a ciascun 
valore già assegnalo ad u , si calcola il corrispondente 

(*) Bisogna solo eccettuarne il caso , in cui essa sarà il pro- 
dotto di due fattori del primo grado della forma <ix -j- bf -j- c, 
e di -J- fy -j- g , nel qual caso essa non è realmente del se- 
condo grado ; ma un tal caso non può servire , e quindi nei* 
sarà posto ad esame. 


) 
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valore di /; è chiaro potersi sempre prendere su di una., 
retta AB. 53 , 54 , e 55 ) terminata in A , ed 

indeterminata verso R , e cominciando sempre da A , i 
valori AP , AP , oc. che sonosi dati ad u , di menare, 
dai punti’ P* P, ec. 'le rette PAf, 7W, ec. parallele 
tra e$se , e sotto di un dato angolo con AB , e di far 
queste uguali rispettivamente ai valori già trovati per t : 
la serie dei pumi M , M , ec. determinati ih tal modo 
formerà una curva, la cui natura dipenderà dal rapporto 
delle rette AP e PM\ e poiché questo rapporto è espresso 
dall’ equazione , da cui tali rette sonosi' rilevate ; perciò 
questa equazione esprime la natura di quella curva. 

Ciò posto , concepiscasi che la curva sia una sezione 
conica : ò chiaro che come nel problema ciré ha som- 
ministrata l’ indicata equazione si ignora , o ignorar si 
può , che mi uso di questa equazione simile al suddet- 
to , dia una sezione conica ; cosi che le rette AP , PM 
non siansi disposte iu modo, che 1 una resti sulla dire- 
zione di un diametro , e l’ altra ue giaccia parallela alla 
tangente nel -vertice di questo, 'lo che c principalmente 
necessario acciò 1 ’ Equazione abbia una delle surriferite 
forme. Yedesi dunque da ciò come può farsi , affinché 
un’equazione che non ha alcuna dell’ esposte forme, ciò 
non ostante appartenga pure ad una se/iRne cònica. 

377 . Veggasi dunqfie ora 'come ogni equazione di se- 
condo grado a due indeterminate , possa ricondursi ad 
avere una delle forme , che si è di già osservato ap- 
partenere alle sezioni coniche riferite alle linee , cui si 
son rapportale (3t>cj). 

378 . Il metodo che va ad esporsi suppone , che sap- 
piasi eliminare il secondo termino da una equazione di 
secondo grado, ad una incognita; ciò *i esegue facilmente 
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prima col rendere = 1 il coefficiente del quadrato «lei— 
l’ incognita , e poi col supporre la sua incognita , ac- 
cresciuta della metà del coefficiente del secondo termine , 
collo stesso seguo che si trova avere, uguale ad un’altra 
incognita (*)! 

Per esempio , per eliminare ih secondo termine dall’e- 
quazione -j-i2x:=g,si divide essa per 4 > e si 

ha X» -J- 3 x = — ; si suppone * -}- — =: 3, si eleva 

4 2 


a quadrato , e si ottiene *> -}- 3 x -(- - = a» , da cui 


x 1 -|- 3 x 


*» — ? ; indi un tal valore di *’ -}- 3 * 

4 


si sostituisce nell’ equazione x’ -{- 3 x — ? , cosi ridu- 

4 - ; 

. q q , 18 

cesi essa a a» — * = _ , da cui 3* =: — , equazione 

4 4 4 

che non ha più il secondo termine. 

Se si avesse x 9 — /\x = 7, si farebbe x — 2 ~ z ; 
quadrando , si avrebbe x 1 — l\x -f- 4 = ** > cioè x * 
— 4x = a 9 — 4 j. e sostituendo — 4 — 7 > 0 

sia a 9 ~ 11 , equazione senza del secondo termine. 

3 ^g .. Se si vuole , si può similmente pareggiar l’ in- 
cognita accresciuta della metà del coefficiente del secondo 


(*■) Il Thadettose, Se un poco ri riflette vedesi , che que- 
sta re flòla è essenzialmente la stessa di quella recata (192) ; 
perchè tanto è far ciò , quanto il supporre l incognita della 
proposta equazione , uguale ad un'altra incognita, da cui si 
tolga il coefficiente del suo secondo termine , prendendo però 
in considerazione il segno che ha , e diviso pria per i espo- 
nente del primo. Ma intanto essa è più atta all' uopo. 


termine , non già ad una semplice incognita ', ma ad 
un’ incognita moltiplicata, o divisa per una (piantila ar- 
bitraria , quale osservazione può servir qualche volta. 

Per esempio , nell’ equazione ar' 1 — ^x = 7 , in vece 
di stabilir semplicemeule x — 2 = 3, come qui sopra , 

• k 

può supporsi * — 2 = — r ; operando sempre della 


A* 

6t*ssa maniera , si avrà x* — t\x 4 * 4 — — - z* , da 

' /z» 

A* ^2 

cui x * — 4 x — z 1 — 4i e sostituendo', — z* — 4 

n a «2 

t£= h , o sia — z* =: 1 1 : bisogna però osservare , che 
1 n* 

qualunque sia la supposizione, sempre si ba lo stesso va- 

A 

lor di x ; in fatti , quest’ ultima equazione offre — t 

n. 

A 

c=: Y 1 1 , e -poiché si è supposto x — a — — z, per- 
• n 

< . 
ciò x — 2 = Y 1 1 ; e cosi pure nel supporre prece- 
dentemente x — 2 == * , si è avuto = 11 , 0 sia *, 
cioè x ' — 2 Y !>•’ A buon conto una qualunque di 
simili supposizioni , non altera in alcun modo ciò che si 
'cerca; mentre l’ introdurre in tal guisa uua quantità ar- 
bitraria , facilità il mezzo' di riempir ccrfi vuoti , ai quali , 
regolando il calcolo diversamente -, certe volte non si po- 
trebbe supplire , che in una maniera indiretta , o molto 
più complicata. 
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Modo di ricondurre alle Sezioni coniche , 
agni Equazione di secondo grado a due 
indeterminate -, quando essa esprime una 
cosa possibile. 

’ . . . ■ • '?/ *• •* \ * ' 

38o. Suppongasi di aver l’equazione dt‘ cut -4* eu' 

-}- fdt -f- gnu -f- hd' — a, che contiene tutte le equa^ 
zioni del secondo grado, a due indeterminate u, e t, in 
cui non manca alcun termine (*). Concepiscasi , che tale 
equazione appartenga ad "una curva MM 1 {,fig- 53 e 54), 
di cui AP , e PM sien le coordinale. Ecco come si as- 
sicura, che questa curva è una sezione conica , e come 
essa si determinerà. ' o 

Quando non manca alcun d e i due quadrati <* ed u* , 
bisogna eliminar successivamente il secondo termine di 
questa per rapporto a t , ed il’ secondo per rapporto ad 

10 che si farà nel seguente modo. ' 

. Dopo di aver rinchiuso 'tra due parentesi tulli*'! fat- 
tori della prima potenza di t , si libera dal suo coef- 
ficiente r e si ha O -f ~ hd * 

1 cu 

—^o . ... (A~). Dunque (3j8) si fa / — f-\-^--z=f, 

1,1 i' * . ^ ‘c • . . J B ' r « 

(*) Il Tradcttobe. Unì equazione di secondo grado a due 
indétermimt/e , per esser- completa è- chiaro, che contener debba 

11 quadralo di un^ indeterminata , il quadralo dell’altra , il 
prodotto delle due indeter/ninàte , Iti prima potenza di una 
di esse, la prima potenza dell'altra , e ’l termine cognito , 
cioè , iti tutto sei termini dilV esposta natura , come appunto 
i quella recata dalC'IÙustrè Autore. 
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e quadrando si ha t‘ -f- ^/-{- — ^ t -J- —f* 4 . 

C Jjr~ r ’ per oui 11 + (/+ 7) ‘=^ “Ì /a 

fcu c* u> 

— ^ 2 — • -j^£- : sostituendo nell’ equazione A , ed indi 
trasponendo per rendere y* sola , si ha y* ss _L J* -j- 

/ ' "4 

feti c * n’ eu’ eeu ' t • 

sd + 4^" ~~d~ ~d e moltiplicando que- 

* *> ì ' 

£ta per 4 ^’ , e riunendo i termini che son moltiplicati 
per simili potenze di u, risulta 4 ^’ y* — /’ d* — 4hd3 
+ ( 2 r/d — 4 ged) u-}-(c> — ; 4 <Ze) u ». 

Come le , c , e , / ec. rappresentano quantità co- 
gnite , cosi per hre.vità si può porre/’ <b — l±hd> uguale 
ad una sola cognita r, a cfd — 4ged = q, e c> — 4 <ie 
= m ; e 1 ’ ultima equazione diviene 4 <^ J .y» = r -J- qu 
4 - ma’ , in cui m , ^ , r possono essere positive, o ne- 
gative. 

Si elimini ora il secondo termine in riguardo ad « , 
a qual uopo si liberi- u* , dal che si ha «’ -J- ^ » 


m 


, r 4zi’ 

T — ==— J* 
tri rn 


(J?). Ma in véce di porre u 


2nt 


uguale ad una sola indeterminata se , secondo 1» regola 

del (3^8)., stabiliscasi u -4 — =s (3 tq) , cioè 

am a/u/i 

uguale ad un’ altra indeterminata ar moltiplicata per la 
metà del coefficiente del secondo termine , * divisa pe,r 
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un'altra quantità n incognita perora, jna die in breve 
ai determinerà (*y. ... , 

Si ha dunque u -j- , quadrando, si ha a* 


'.lUl 


lìtui 


+ 2L+2- = -2-2H, osia = -£T_ 

rn 4 *»* 4 rn *, a * ' m 4 ,n% u% 


r 


4m» 
q 1 a: 1 


; sostituendo peli’ equazione (J?) , si ottiene 


4»i J 4*1’ m 


4d* 


y* , equazione che appar- 


tiene all’ellisse o all'iperbole, finche niuna delle quan- 
tità d, m , q , r è uguale a zero , tranne il caso in cui 
essa non esprime linea alcuna, come sarà poi osservato.’ 
Si esamini ora quando la curva « ellisse , quando iper- 
bole , e quando impossibile. 


A tal uopo, si liberi y> , e si avrà y» — — - — — — 
r J J i6rn io d* 


r 


+ 


f ... 3 

, o pur dividendo il secondo mem- 


1 6 indi 1 ^ d 

bro pel coefficiente di x % , ed indicando nello stesso tem- 
po la moltiplicazione per. tal coefficiente , si ottiene 

’ girini* 


>t q* 

^ 1 6 riilto d 1 




rn*\ 

r ) 


equazione , in 


cui le quantità q, ri, e d trovandosi elevate a quadrato, 
non posson certamente cambiare i suoi segni, che quindi 


(*) Questa quantità n t stata introdotta per poter ricondurre 
direttamente 1’ equazione -, ai diametri coniugati. ■ Se si pareg- 
giasse soltanto ad jt , l’equazione finale acquisterebbe la fonda 
«guardante l’ ellisse o 1* iperbole , ma essa sarebbe nei caso 

«sposto .(370). . , • •. •"* ..... 


I • 


1- 
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lo potranno estere soltanto per m or, secondochè 

queste saran positive o negative ; e poiché , com’ è 
chiaro , r non interviene per fattore ne in x» , nè in 
y* , perciò la varietà del segno di r non introduce cam- 
biamento nella curva, cui appartiene tale equazione. In 
riguardo ad m, se essa è negativa , 1’ equazione di- 

4 mr n* 


Viene y* = - ( x’ — n* — 

J — i6m«» d » \ 


r 


ì 

= . V , (n- + 4 -=!_ «4 cambiare i 

1 Start» ri» \ q» / ' 

segni si nel numeratore , che nel denominatore. Vedesi 
dunque (3^i, e , che là curva sarà iperbole, o el- 
lisse, secondochc la rn sarà rispettivamente positiva, o ne- 
gativa ; ora qui sopra si è supposto c* — ^de = m , 
ed in c» — t^de la <r» è sempre positiva , qualunque sia il 
segno di c , laddove — 4 de è negativa , se d ed e sono 
ambedue dello stesso segno; dunque rn o sia c» — l^de è 
negativa, quando d, ed e sono dello stesso segno, e di 
più c» è minore del quadruplo prodotto di esse. Ma e* è 
il quadrato del coefficiente c del termine ut , prodotto 
delle due indeterminate u, e 't della proposta'equazione ; 
d, ed e sono i coefficienti dei termini» /» , ed u* , quadrati 
delle stesse indeterminate. Dunque per sapere se un’equa- 
zione di secondo grado , a due indeterminate , nella quale 
non manca lerminè alcuno , appartiene all’ ellisse , o 
all’ iperbole , bisogna osservar la regola seguente. 

38i i Se il quadrato del coefficiente del termine , che 
Conserva il prodotto delle due indeterminate dell equa r 
itone, toltone il quadruplo prodotto dei coefficienti dei 
due termini r che sano i quadrati delie medesime, iur 
determinate \ in qual prodotto *i tenga, esatto conto dei 


f 


t 


ì - f 209 

segni di tuli termini , esibisce una differenza negatila, 
o positiva ; la curva sarà rispettivamente un' ellisse , o 
un' iperbole ; e se nel caso della differenza negativa fos- 
sero uguali tra essi i coefficienti dei termini , che sono 
ì quadrali delle due indeterminate , aliar la curva pub 
essere un cerchio , come da qui a poco si vedrà (*). 

Se r è negativa , la quantità «* -f- i 1 "" " ... si ridurrà 


4 , Srnrn * 

ad a* — 


r 


finir 

_ r v. “ 

$mr 

tita diviene negativa se > 1 , ma se 


n * ^ i — — ^ Ora questa quau- 

> » , 


V’ V 1 

moltiplicando questo rapporto di maggioranza per q 1 , 
sarà /Jmr > q* , e dividendo qu^st’ altro per 4"* , sarà 

r . Dunque se r è negativa . ed è maggiore di 

4 m 

/\mrn* 


q* 

-t— , la quantità «» -j- 

4«i 


9 a 


sarà negativa ; per cui 


1’ equazione y » j = 


4 /nr«* 


— a: J ^avrà 


. (*) Il Traiicttobe. «SV i coefficienti dei termini , che sono 

i quadrati bielle due indeterminate hanno lo stesso segno , il 
prodotto di essi sarà quindi positivo , onde sottraendo un tal 
prodotto positivo , diverrà t^gativo , e si potrà aver la diffe- 
renza negativa , se il quadruplo di un tal pròdvtlo sarà mag- 
giore del quadrato del coefficiente del termine , eh.’ è il prò- ~ 
dotto delle dite indeterminate , ' per cui in tal caso si avrà 
l ellisse . poi quei due primi coefficienti saran di segfii col- 

trar j , il prodotto -di essi sarà negativo , per cui sottratto, di 
fjprà positivo , e la suddetta differenza sarà per Conseguenza 
positKa , ed in questo auso si avrà C ipei baie. 

x4 
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in tal caso il secondo memhro lutto negativo, e quindi 
il valore diy sarà immaginario, e perciò impossibile la 
curva. Ma r rappresenta f* d 2 — 4 Ad 3 , ff — nfd 

— facd , e quindi <7 2 = ( 2^/1/ — 4é' ( ’^ )* » w* = c* 

— 4 Je » onde 4 nr =- 4 c3 — i6de. Dunque V. impossi- 
bilità della curva si rileva dal ravvisare nei co<Jf, lenti. 

dell ’ equazione proposta , se f> d 2 — 4bd 3 d negativa , 

* * ' • . » v • , 

ed d maggiore di ; qual caso forma . 

4c 3 — ìOda 

un’ eccezione della proposta regola. 

Resta ora a far vcdeie come si può descrivere la rav- 
visata ellisse , o pure iperbole 5 si consideri adunque 
l’ ellisse. " ■ . 

. 1 CU 

332 . Delle due equazioni t -j- - f — ,= y , ed u 

2 2a 


= — — , che sonosi adoprate per eliminare i 

a//t 2 mn 


secondi termini , la seconda nel baso attuale , nel quale 
m c negativa , cambiasi in « 2 — — = — ; ma 


2 m 


ama 


come n è una quantità introdotta ad arbitrio , cosi si può 
supporre indifferentemente positiva, .0 negativa: per cui 

supponendola negativa, si ha u — — Z- = -ZL. Cosimi - 


im 


tsmn 

1 


scansi dunque queste due equazioni t -J- L f -J- — 

» 2 ni 


sa y , ed u — = _Z*_ , affin di avere la posi- 

ir/i nnn 

' . . ■> • . ,t 

zione dei due diametri cpujugali. 

" • » 1 Clt 

La prima di esse, cioè t -J- — . f+-,-y fa . vc ® 

2 a d , • ■ 
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Ri- 
dere , che per avere y bisogna aumentar ciascuna delle ( 

1 cu 

per ìa quantità — f -j dunque dal punto A , il qual 

2 id a 

sappiasi essere l’origine delle u e delle * 53) , si 

meui la retta AB = — f, e parallela alle t , o sia PM. 

2 

Pel punto B si conduca l’altra BKT parallela ad AR, 
sulla quale sappiasi, che si prendon le », o sia le AP j 
di più presa ad^rbitrio la BK , dal suo estremo K 
si tiri KL parallela ad AB , e che sia quarta propor» 

zionale in ordine a d , _L c , e BK , il punto L sari» 
2 

dato. Ora se per i dati punti B ed L si conduca l’in- 
definita BLQ , le QM che si considereranno cominciare 
ove la BLQ incontra le PM, saranno i valori di y. In 
fatti , per i triangoli simili BKL , BJQ si ha BK : 
KL ti BI , o sia AP : IQ , ma per costruzione BK: 

1 * 1 i . -» * 

KL ” d : - c , dunque d : — ■ c M »: IQ = — ; ma 

2 ' ■ ' a id 

* ' 

QM = MP + PI + IQ , dunque QM ss t + ^ / 

v eu . 

— — y. Poiché ley principiano dalla retta BLQ y 

hd 

ne segue (3 jo) che acciò l’ equazione all’ ellisse jr* 
rs= £! 4- — x* ^ trovata di sopra , 

1 6 mn*cP V ' q» ’ / 

appai tenga ai diametri conjugati , che le x si prendane 
sulla stessa BLQ , e che abbiano il principio di esse dal 
centro;. Cerchisi ora di determinare tal centro. 

* Poiché si è dimostrato , che le ascisse debbonsi pren- 
dere su di BLQ , e- poiché esse cominciano dal centro ; 


ara 

perciò questo sarà quel punto di LQ , in cui x ss o. 
Suppongasi dunque * ss o , sarà anche qx ss o , e 

quindi — — ss o ; onde la seconda u — 3— ss ~ X - ~ 

27/m 2 77» 277171 

delle anzidetto due equazioni , in tal supposizione si mu- 
terà io u — 3— ss o ; sicché in tal caso sarà u ss — 

2771 27/t 

non più indeterminata , ma determinata come effettiva-^ 

mente dev’essere , perchè uno è il centro; a perciò all'op- 

■ ; -*r # 

(1 w 

posto , se u ss — , sarà x ss o : di più le ar vengon 

, 2771 

troncate dalle y , a queste procedono per gli estremi 
delle u. Dunque se fatta una delle u ss 3- , ed essa 

277» 

sia la AG , per 1’ estremo di questa si conduca- la cor- 
rispondente y , o sia JVC ; il punto C in cui quest’ al- 
tra incontrerà BLQ , sarà il chiesto centro. Da ciò fa- 
cilmente si ha il valore della quantità arbitraria n in- 
trodotta fin da principio , per eliminare il secondo ter- 
mine in riguardo ad poiché presa una qualunque u, 
o sia AP , diversa da quella AG , che si è fatta uguale 

a -3— , sarà AP — AG , o sia PG ss u ma 

vn ■ 2771 


u — -3— ss 33 - dunque PG ss 33. = JL X - j 

27/t 2/Ti/i » irnn un n 

9 

ma alla « = iP, corrisponde la y ss , ed a 
qiiesta, la * ss CQ, onde nel valore X — ■ — di PG, 

3 2 / 7 » n 


sostituendo i valori geometrici di -3—, e di x, sarà PG 

ìm j***- 

CO . * 

ss AG X — - » o sia togliendo il fratto , PG X « 

n ‘ , 


2l3 

= AG X CQ , onde PG : GA ;; CQ : n ; ma per le 
parallele QP , CG , ZU si ha PG : GA ” QC : CB , 
onde in ordine alle PG , Gy/ , QC vi è quarta prò 
porzionale sì n , che CB , per cui n = CB. Quindi 
affinchè 1’ equazione all’ ellisse trovata qui sopra appar- 
tenga a due diametri conjugali , la cui posizione sia di- 
notata dall’ angolo BCN , bisogna in vece della quan- 
tità arbitraria n , porre la BC , il cui valore si è già 
determinato colle precedenti costruzioni. 

Dunque per descrivere quest’ ellisse , riman solamente 
a; a determinare la magnitudine di tali diametri conjugali, 
lo che è facile, coll’imitare ciò che si è fatto (3^5); cioè si 
paragona l'equazione 

< 7 * / . 4 mrn’ 

y * = L f 4- 

J ^G»m’ d' \ q % 

nerale all’ellisse, y» = — — *’ ^ , e li rileva da 

a a \ 4 /•' 

ciò il pareggiamento delle grandezze analoghe , per cui si 

dal- 


— x* coll’ altra ge- 


P» q* 


avra — = 
a» 


, 1 . Antrn* 

,ed_ = n> + 

bum* a* 4 q* 


le quali equazioni mediante i doliti calcoli , rilevasi 

e poiché n, m , q , r, d son tutte grandezze cognite, 
perciò resta così determinata la magnitudine dei diametri 
conjugati a , e ^ , colla quale, e coll’ angolo BCN che 
essi debbono comprendere , si descriverà l’ ellisse col me- 
todo esibito (3 ih). 

. 383. Devjesi osservare, che se i valori di a , e .A 

t scino uguali, e che nello stesso tempo l’angolo BCN .è 
retto , la curva è un cerchio. ", Se vuol determinarsi cip 


iti 

quando si avvera, devesi i. 9 supporre nell’ ottenuta e- 

«illazione all’ellisse , che - — — = » , cioè che o» 

* • ìb/rere* d * 7 


i6mn x d* , da cui ne risulta n* 


1 umd* 


Se 


l'angolo BCD è retto, dev’essere BC * .-{- CD * = BD* 
AG* ; ma BC ss re, onde J?C* =s re* = — — 


1 6/red» 


dai triangoli simili ,BLK , BCD si ha* 2? A : A'Z, " 
BD o sia y^C: CD , cioè tir— c “ JL : CD-=.-^— , per 

“ qrnd, t 


cui 


i CZ>» SS -il 


a 2 /re 
dunque sostituendo in J5G* 


1 Gretti» 
calcoli, si ot- 


ib/re* d* 

* I . ' r <?* 

-J- CD 1 = AG* questi valori analitici , sari , 7 . 

« — » - 

' . q* C* fi* , . 

+ —I ss — i— , da cui cogli usitati 

iG/re* d* 4/re» . 

tiene m -J- c* = 4^’ , ed re» ss ^d* — c* j ma di so-- 

pra resasi è posta ss c* — ^de, e dovendo nell’ attuai 

caso dell’ ellisse , o /del cerchio esser negativa la m , 

• - t ■ 

perciò ora dev’ essere — m ~ c* — l\de per cui /re 
s= 4de — c* } onde ^d * , — ,c» — 4 de — c* , . o sia 
4d* = 4de , e finalmente d ‘fes e. 

384. Vedesi dunque, che -per sapere si la curva i un 
cerchio , un'ellisse , o rere ’ iperbole , è inutile riguardare 
gli ultimi tre termini ydt , gejj . , ed 4d* dell’ equazione 
dt* -}- cut -f- eu* -J- fdt geu -j- hd* ca ò ; ciò di- 
pendendo solo dai suoi primi tre termini dt* , cut , ed ere» , 
‘perché se la quantità c* — t\de , che risulta dai coeffi- 
cienti di questi , è negativa , o positiva , la Curva sari ‘ 
rispettivamente un’ ellisse , 0 un’ iperbole ; è di più nel 
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c.iiS'y tli <?** — 4<fc -negativa se si avvera nello stesso 
■ tempo , Che d = e cioè che ì quadrati /’ , ed u» delle 
due indeterminate serbano lo stesso corffieierUe , attoria 
curva Sara >un cerchio , però se si avvererà" pure esser 
retto P ;ngolo delle novelle coordinate. 

385. Tutto ciò che si è detto , eccetto quello conte- 
nuto nel li. 4 ' 383 , sì applica ugualmente all’ iperbole, 
« < 7 * / ; ‘imrn % \ 

' cioè aH'equaZione v 1 = { x 2 — n 3 -r- ), 

^ .% lOmn^tb \ - .• (/* J 

colla sola diffèren a dei segni. Così rileggendo Tutto il 


precedente , ed applicandolo alia fig 54 ? devesi fare il 
solo cambiamento di pollare AG ali 'opposto di , io 

che è indicato dall’ equazione u -1 = — , cne 

HT/i •j.m.tt 

si è avuta da principio (38o). Del resto tutto è lo stesso , 
cambiando la parola ellisse in quella d’ iperbole* 

• j\d differenti casi particolari le grandezze AG-, BK t 
AB, Kfj {fig* 53, e 54) possonsi trovar disposta tutto 
al contrario di quel che vedesi in tali figure ; ma que- 
sti cambiamenti saran sempre indicati dai segui delle gran- 


l 

dezze d, c,f, m, q , ec. , nelle equazioni l -{ f 

'* ( -2 

+ ru ■% s « X • *’»«*, 

— =: v, eaii -j = , clie oUPiigonsi nella 

id arò inni 

eliminazione dei secondi tèrmini. 

38b. ìlimangono ad esaminarsi due casi, cioè 1 .° quel- 
lo .in cui c*. — jfrlr = o , a.'' l’ zluo ove nello stesso 
tempo d =: o, ed c = o. 

Nel primo caso di c *, — 44‘1~ °i 0 S : a «i c l = 4 
la curva è una parabola. E ficàie inalai caso m — p., 
^Cpsì diviene inutile la prece 7 ente costruzione j perchè 
dopo di aver eliminato il secondo lerniiue in riguardo 


1 


l 


*i6 

a / , il termine tt J non piu vi si trova. Questo caso si 
riconosce facilmente coll 1 osservare se nell’ equazione si 
ha c> = 4^ e » cioè 56 * he termini /* , ut, ed u’ for- 
mano un quadrato; perchè dall' essere e» = ^dc., si ha 
c = 2 S de , qual cosa cambia i tre primi termini del- 
1' equazione in di » -J- i ut y de -j- e«» , che è il qua- 
drato di t\ d -f- «y e. 

In questo caso si eliminerà , come qui avanti , il se- 
condo termine per rapporto a t, ed oprando parola per 
parola come qui sopra, l'equazione si ridurrà a [\ d 1 y> 
= r qu\ allora per ricondurre quest’ ultima alla for- 
ma y’ = px , ch’è (369) quella della parabola riferita 
ad un diametro, le cui ordinate son parallele alla tan- 
gente nel suo vertice , si libererà y » , avendosi cosi 

_ r + ( I“ . 


y = 


4 d* 


si farà questo secondo membro uguale ad 


una nuova indeterminata x, moltiplicala per un numero n 
da determinarsi da qui a poco, cioè si farà r J^~ ( ì u = nx - 

, - ‘ 4^’ 

e si otterrà y* — nx. Resterà dunque sol tanto di co- 

. » • 1 . , cu . . . . 

struir 1 equazione t — f ' — = y , che si e im- 

2 2 d 

piegata per eliminare il secondo termine in riguardo a t ; 

.rdn 


4 d* 


nx , che avrà servito alla seconda ri- 


duzione. £ poiché la prima di queste due equazioni è 
precisamente la stessa di quella che si ‘è costruita (382) , 
perciò qui si costruirà similmente ; così devesi solo ap- 
plicare parola per parola alla figura 55 , tutto ciò ch’è 
•tato detto (38a) per la figura 53, in riguardo alla co-^ 

l’ CU * 

struzione di f -}- - f -| — - szy, quindi le QM (fig. 55) 

2 ■ a a 
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rappresenteranno le y, e BLQ sarà la posizione del dia- 
metro sul quale debbon prendersi le x. 

Per determinare l’origine delle x . o sia il vertice di 
tal diametro, devesi conseguentemente impiegare quell’e- 
quazione in cui è x , cioè quella = nx , che si 

4 «* 

è destinata per la seconda delle suddette riduzioni. E 
poiché il vertice di questo diametro è quel punto di es- 
so , ove l’ ascissa è zero , perciò suppongasi * s= o \ al- 

r ~^~9 u — o , onde 


lora quest’ ultima equazione diviene 




p 

r -{- yu = c , qu — — r , ed u = — Quindi 

9 

per aversi il vertice dell’ indicato di ametro , cioè x — o, 
la y corrispondente a questa x deve procedere per 1 ’ e- 

p 

stremo di una delle u , la qual sia = ; onde tutto 

9 

all’ opposto , se ti fa una delle u — — , e pel suo 

9 , 

estremo si conduce la y in posizione , o sia la parallela 
alle t, ovvero PM, il punto in cui tal^ parallela incon- 
trerà CLQ , darà x — o, cioè il vertice suddetto. Ora 

p p 

per fare rt = convien feria — — , e prenderla 

, 9 9 

dal punto A , all’ opposto delle AP , ed essa sia AG 5 
per cui menando da G la GC parallela alle PM , il 
punto C ove essa incontra il diametro CLQ, sarà il ver- 
tice di questo. . 

Riman solo a determinare il parametro n ; a tal uopo 
perchè poc anzi si v> avuta GP = — , e di piu 


3lS 

per le parallele CD, e Cf *l« #•'; fìD.,*t sèi H '* t 

' *?* » t • • ■ ^ / » f 

C t . Z?/, o pure CI’ , fine 1)C :— _L -, 

1 

.■ » • ) / ■ . . 

. v - /* ' 1 " 
pere » =■> — - — i ed ~ _ — . <>;i r, e «1 

son date nell’ equa/ ione , u Sf è (.eie ; : Inula ia ce- 
Stru/ioue ; dunque è noto il parametro ; e c'i p li c f- 
sta Stava eo. tnizjone dcletmàu: : elio t< ■ o t< i ; > re- 
golo delle coordinate c y..7, o sia .»• r , .<’ u- 
que con questi da'i facilmente si costruisca la parabola, 
per quel cid è staio c pio (i5G i / ). 

. 38'. Se ndi’ eou: : oae venerale mania i lei u.* inè erti 

/ i D 

prodotto delle due >’rd. unnlnaic , deve in consocia n>a 
essere = o il coefEdentè c di tal termine $ onde in 
tal caso se si avvera 1’ equazione c’ = c *°® die 

1’ equazione generale appartiene alla parabola j nel cago 
medesimo 1’ equazione c s ~ /pie , si muta in pie — o, 
da cui ne risulta ti cl = o , o pure e — o , cioè che 
manca .pure, o il termine di » , o pur l'aliro ai*. Duri- 
que se nell’equazione generale si ay era. c* = pie , cioè 
che essa appartiene alla parabola •, ed in tale equazione 
manca il termine cut prodotto delie due indeterminate : 
reila stessa equazione . dovrà mancar pure, o il termine di*, 

o l’altro fu- , cioè maucherà, o il quadrato f» di un’ in- 

» •* .* 

d- terminata , o l’altro u* dell’altra di esse. 

388. Se i quadrati f, ed u* trovanti ambidue nell’e- 
j ed in essa vi manca il prodotto h/; 
e. esibita ( 382 ) , ■ la qual riguarda le 
figure 53 e 5/ , i\ivien più semplice, perchè essendo c 
jjs o , e pure KL — o , ]ier cui £b si distende sii, di 
BK , la quale in lai caso dry 'vie mi diametio , e le 


quaziore generale, 
allor là' coslruzion 


» 
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rette dinotanti le x, e le y trovami parallele a quelle di- 
notanti le u, e le t. In questo stesso caso l’eliminazione 
del secondo termine in riguardo ad «, si farà senza im- 
piegar l’ incognita n , perchè BC che è n (38a) essendo 

allora uguale a BD , o sia A G , si ha n ~ ; onde 

f.m 


l’equazione u -] — — — , che si è avuta per 

M t 2 ai 2tnn 

minare il secondo termine per rapporto ad n , si ridu- 

, , a a x a- 

ce ad u -}- — = — X - ~ n X - = *■ 

2//1 2 ni n n 

Da ciò ne segue , che nel caso presali'* affinchè la 
curva sia un cerchio , debbonsi non Solo avverar le con- 
dizioni del n.° 384 > ma anche che sia retto 1’ angolo 
delle coordinare u, et. ' '■>« 

38g. Quando nell’ equazione trovasi il prodotto ut , se 
dopo di aver eliminato il secondo termine per rapporto 
ad una delle due indeterminate , per esempio , per rap- 
porto a f, non si trovasse altra potenza dell’altra inde- 
terminala u , che il solo quadralo ; allora benché nou 
siavi altro secondo termine da eliminare , pure dovi è farsi 

una trasformazione , che consisterà in supporre u — , in 


cui — sarà una frazione incognita , ma che allor si de- 
n ' 

terminerà dalla stessa costruzióne , in un modo simile a 
quello praticato Q82). Insegnilo se ne darà un esempio. 

3go. Se dei tre termini (> , àt, ed u* manca un dei 
quadrati , 1’ equazione appartien sempre ad un’ iperbole, 
o pur e non esprimerà alcuna curva, perchè se d, o e è 
zero , la quautità c» — /fate riducendosi a c> , è essen- 
zialmente positiva (384). . , . 


a*o 

3gi. Finalmente se i due quadrati ed u' mancano 
nello stesso tempo, in qual caso si ha un’equazione di que- 
sta forma gut -{-hi — hi — l = o , ove g , h , k , l 
sieno indifferentemente positive, o negative , si può far 
pure uso della costruzione esposta (38a). L’ equazione 
appartiene all’ iperbole riferita ai suoi asintoti ; ma co- 
me le ascisse, e le ordinate non son computate dal cen- 
tro , cosi vi si ricondurranno nel seguente modo. 

Si libererà il prodotto ut , e si avrà ut -j-— — 

Z * » 

— - = o ; si porrà l’ aggregato dei fattori di u , uguale 

S 

k 

ad un’ indeterminato y , cioè t — y , da cui si 

g 

k 

ha t — y -f- — , qual valore di t si sostituirà nell’ e- 

, g 

' . . ht . .. hy hk 

quazione uf-1 , ec = o, e si avrà uy -j- --f- — 

8 . , ‘ , 8 &' 

— w — o; dopo di questa trasformazione, si farà l'ag- 

8 

. gregato dei fattori di y , uguale ad un’ altra indetermi- 
nata x , cioè u -f- i = *, e si avrà u = x — qual 

g -'«■ g 

valore di u sostituito nell'equazione uy -j- — , ec = o, 

g 

. , \ . hk l . I hk 

ne risulterà xy -j — - r= o, osia xy = 5 

g 1 8 . v g 8 * 

che riguarda l’ iperbole riferita agli asintoti suoi , ove le 
ascisse x si computano dal centro, e su di un asintoto, 
e le ordinale y cominciano da questo asintoto , e proce- 
dono parallelamente all’ altro j finalmente la potenza di 

l hk ' * 

tale iperbole è — (347). 

g r 
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Per costruir quest’ iperbole , le due equazioni t — — 

y, ed u 4- - = x, che sonosi impiegate per ridur- 

& 

la , si costruiranno nel seguente modo. Cioè riflettendo, 
k 

che come y = t , cioè cbe per aversi y , bisogna 

^ k ' 

diminuir ciascuna t della grandezza - ; così dal punto A 

8 

origine delle u, e delle t, si menerà la retta AB parai-. 

k 

lela alle PIU, o sia t , ed uguale a _ ; indi per B si ti- 

8 

rerà la retta CBQ parallela ad AP ; le rette QM sa- 
ranno le y, perchè ogni QM — PM — PQ — PM 

- AB = t - - = y. 

' 8 

In oltre perché 1’ equazione u -j — x dinota , che 

per aversi x bisogna aumentar ciascuna delle u , o sia 

ciascuna AP , della grandezza - ; perciò dal punto A, 

8 ■ 

' ». ■ ' ft 

ed all’opposto di AP , si condurrà la retta A (I = — , 

e dal punto G si menerà la GS parallela alle PM , cbe 
incontrerà BQ in C ; le CQ saran le x , perchè ogni 

CQ = CB + BQ = AG -f AP = - -f « = x, 

e C sarà il ceutro dell’iperbole, di cui CQ, e CS sa- 
ranno gli asintoti. Avendosi gli asintoti , e 1’ equazione 

l ' hk i 

xy — — si descriverà l’ iperbole nel modo espo- 

' s g' : . 


I 
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Se i primi tre termini ut, ed u- mancan tutti nel- 
1’ equazione , allora essa esprime una linea retta , la cui 
costruzione è facile in seguito di ciò , che si è detto sul- 
la costruzione delle equazioni impiegate per le precedenti 
riduzioni. • • 

39 ». Cosi , i.° ogni equazione di secondo grado y « 
due indeterminate , e che non è decomponibile in due 
littori del primo grado , della forma nix -|- + ?» 

esprime sempre una sezione conica , o non esprime linea 
alcuna. z. p Questa curva è ellisse , o iperbole, o para- 
tola , secondochè il quadr to del coefficiente del pro- 
dotto delle due indeterminate , diminuito del quadruplo 
prodotto dei coefficienti dei quadrali delle stesse indeter- 
minate , da un risultato 'rispettivamente negativo , posi- 
tivo, o zero 5 e particolarmente essa può essere un cer- 
chio , se essendo negativo un tal risultato , sieno uguali 
i coefficienti dei quadrati delle medesime indeterminate. 
E per ricondurre ogni equazione appartenente ad una 
sezione conica , alle equazioni esibite nel trattar di tali 
curve , bisogna conformarsi a ciò che si è praticato 

( 38o , 386 , 388 , 389 , e 3 9 t ). 

• 

Applicazione di ciò che si è esposto , al ri- 
, sòlvimento di qualche problema indeter- 
• minato. 

393 . Per far conoscere 1’ uso delle trasformazioni , che 
sonosi esposte , si propone per primo problema , di Tro- 
var quali è la curva ( fig. Sq. ), le distante -di ciascun 
punto M della quale , a due punti dati A, e B , sicn 
sempre in una data ragione' di g ad h. 
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Sì immagini, che da ciascun muto M di lai curva, 
sia a&ì’tuis-'.ta Ja perpéÌMlico’a e MP sulla congiungente AB 
dei ciati punti; e si cerchi il rapporto di queste perpen- 
dicolari , colle distanze di esse dal punto A ; a tal uopo 
si pongano AP = u , PM rr #, e la nota AB = c, 
sarà dunque BP = u — c- 

Ciò premesso , il triangolo rettangolo APM offre Allf 
— V ( AP* + PM • ) = V ( « s 4 - 1 ‘ * ) ^ e dall’ al- 
tro triangolo rettangolo BPM si ha BM — \ ( BP* 


-f* PM* ) = Y £ ( u — c )’-}-/* J = V («’ — 2 t u, 

+ c* -f I* )• Supposto dunque essere AM: MB V. g'. 
h , sarà y ( u* -)- />) : y ( u 1 — atcu — f— c a — f- /* ) “ 
g : h', dunque /< y t( -j- t* j = g y (u* — icu -j- c a 
-f- }ì e quadrando, si ottiene h* u* -j - h* t 1 = giu* 

— 2 g* cu -|- g* <* -f g » , o sia (g* — h* ) «’ -}- (g* 

— h* ) — 2g* cu -j- c 1 = 03 equazione, che ( 384 ), 

appartiene al cerchio , perchè i due quadrati t* , ed u* 
trovatisi nello stesso membro, collo stesso segnai^ e collo 
-stesso coefficiente. / _ • 

J • ,r t s 

Per ricondurre quest’ espiazione alla forma y* ~ — a* 

V ■ ' . - 1- i • ^ * 

— a:’ (3C‘9) vedesi, che non essendovi secondo terniine 

• 

in rapporto a t , basta per riguardo a questa indetermi- 
nata di suppone t t= y , avendosi cosi ( g* — h* ) u* 
+ ( éf’ — ) y* — ig’ cu -j- g* c* = o ; bisogna 

dunque ora'eliminare il'secondo termine per rapporto ad 
«5 e coinè il prodotto ut non giace nell’equazioue, cosi 
basta ( 388 ) impiegar la regola data (378). Si libera dun- 


c 

si pone u — . . . . = x : quadrando , e sostituendo 

g * — A» 

\ 

in véce del primo membro u' — , il su o 

g 1 — A* 

i j >4 c 1 

ralore *» — — — — , che risulterà da tale ope- 

(g 2 ~ A’ )* 

• • . g$ c’ o-’ e* 

razione , si avrà a:’ — _ 

(g* ~ A 3 )’ g’ — A* 

, A ’ e 1 e* 

“*• .1 ° pure y = - — y- — x * * °i uaz,one » 

•• 

che paragonata all’ altfa y* = i. a’ _ a?» , ne dà 

4 

1 A» £■’ c* .i Aec 

70’= 7 r—j per citi e il raggio — a — — 2 — 

4 O - A>)’’ F bb 2 g'-h' 

Dunque riman solo di determinare il centro che dev’ es- 
sere sopra di ABP , perchè sia ha t = y. Or 1 ’ equa- 

C 

zione u - = x , che si è impiegata per ri- 

g* — A» ' 

durre , dinota , che per avere x , bisogna diminuire u 
della grandezza ■ s 


g* — A> 


; per cui prendendo AC 


= -Jl— , si avrà CP — AP- AC =u US— 

g 2 - A» 4 . g' — A» 

h c 

= * ; così col centro C , e cól raggio = — 

g 2 — A* 

si descriverà un cerchio , ciascun ponto della periferia 
del quale , avrà la proprietà di cui trattasi. 

Del resto, il centro, e ’1 raggio possonsi trovar 4 i una 
maniera molto semplice , per mezzo della prima equa- 


zione 


. 2?’ fB > ir’ c* „ ,, 

iì’ — p — _ _ — y* : perche 

g' — A* • g* *- A J 


s .fi 


1 
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essendo il centro su di AP , come già si è osservato , 
se si fa y = o, nel risolvere l’equazione, la qual si ri- 

d ““ * d “1 - - ™- , 
due valori di u , i quali esprimono le distanze AD, AE 
alle quali il cerchio DUE incontra la retta Ali , dun- 
que di tal cerchio sarà noto il diametro DE , che si 
avrà nella differenza delle ora determinate A E , AD , 

per cui C punto medio di DE ne sarà il centro , e CE 

*1 raggio. Ma se si risolve l’equazione u* 2 g' cu ■ 

‘—r h* 

= ~ - , si ha « = c + V g* ** ^ 

s * - 

- K' c ± e he - gc(g±h) . . 

. r- “ f da cn ‘ ” 

» ' _ • "V ... . • I ' 

hanno questi due valori u = - JL c e j M 

.* . ' g + h. 

= - S - L -r = JE. » " •’ 

/ ~ * ' ■ • ■ * . 

3 94- Si prenderà per secondo problema questo ; Tro- 
var fuori di una data retta AR ( fig. 58) tu A i dif- 
ferii punti M tali , che tirando' da esfi, ai due estre r 
mi A ed R di quella le congiungenti MA, MR, Pon- 
go 10 AMR sia tempre uguale ad un'angolo dato. 

Chi aminsi r il raggio delle tavole , ed m l a tangente 
dell’angolo dato, al qual' de v’ essere uguale AMR ; ed 
abbassata la perpeudicolaie MP , pongansi AP — U y 
PM ~t, AR =z b , sarà quindi PR = jfp 

~ b — ,14, 

Si ricordino queste, tre proposizioni dimostrate ( Geom. 
284 , »85 , e a ;8 )■, cioè che se A e £ sono due àn- 

i5 


'X 

f 




' •* 


32 6 y 

geli , Il ha 

• . , sen. A éos. B-f-sen. Bcos. A. 

i sen. ( yrf 4- li) — j 

v r 

■ • . u 

cos. // cos B — sen. A sen. B, 

a « cos. (A + B) = 9 

, , nx _ r ( A + B ) 

*; “° e ( A + B) — ,o,. {À+ T ) 

Ciò posto , dai due triangoli rettangoli APM , BPM 

si ha ( Geom. ag5 ) AM : AP !! r: sen, AMP] AM ; 

PM “ r: sen. MAP , ’o sia cos. AMP \ BM : BP‘.1‘ 

r : sen. BMP \ BM : PM " r: sen. MRP, o sia cos. 

’• . . rXAP 

BMP ; da cui si deducono sen. AMP = — ~/j~n ’ C ° S * 

amp = rY ~ ; ». àMP «*■ 


AM 


RM 


r X PM 
RM 


. Dunque poiché AMR — AMP -J- RMP , 

perciò per le rammentate forinole , ed indi per le conve- 
nienti sostituzioni, si avranno * 

sen. AMP cos. RMP-\- sen. BM P cos. AMP 
sen. AMR — - “ * 

rXAPX PM + rX RPXPM _rX4RXPM m 
AM X RM ‘ 4MX.RM 9 

cos. AMP cos'. BMP — sen. A M P sen. RMP 

l? ■ — ' . - 

rXAPXRP. 

= 

r sen. AMR 
ung. ^MB = 1 -^- 2 ^ 


cos. AMR = 


rXARXPM ■ 

TM' — APXRP' 


ci 
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Sostituendo gli algebrici valori , e riduceiujo , si ha m 
rb t 

— ~ ì j r ? ° s * a m t* -f- — mbu rbt 

f — bu -j- w a 1 * * 

= o , equazione al eerchio (384) » corte appunto atten- 
der si doveva. 

Per determinare il centro e ’l raggiò 5 , Bisogna ricon- 
durre tale equazione alla forma y = 1 a » — se?. A tal 

; ‘ 4 

uope ii libera. t* t e« hai*4, ~-<t — bu + «•==©£ 
T*b 

li fa (3;8) t — — Sfcy , ed oprando a norma del ci- 
< '.• - 2//1 

1 * ' ' ». - * * v , t * 

tato articolo', la suddetta equazione ài cambia in y* 

. f i. > •; j __ 4m* 

— in + m* == o. Riman dunque ad eliminare # secondo 
termine in riguardo ad « ; , e poiché il prodotto ut, Don 
prende , parte nell’ eqdaziope, perciò (388) sr. fa S8W - 

plicemente u — -r- =5 « i. ed oprando slmilmente , 1’ e _ 

qiiazione diviene y* - il— + ò,* il* 

*■'•••• » 4'» 4 • . 

, A 1 * r» ; • . 

y 7 ~r ~ — ; — ar> , la qual paragonata ceff equa» 

zione y> *s i. a* — •c , si ottiene I a» =1*4 -^— tl 

4 • 4... - 4 4^ 

e quindi il raggio \ a = \T f H U. H' \ - 

Pei trovare il centro , e determinar nello stesso tempo 
questo raggio , 1’ equazione / — — = y dinota , che 
se si mena AB parallela a PM , cioè, che- se 'si' eleva ' 
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dal punto A su di Ali la perpendicolare AB zrz — , e 

■ini 

si tira BCQ parallela ad AR , le rette QM saranno le 
5 , perchè QM = BM — PQ = PM — AB = t 

— zz y. Ma y equazione u — ~ — x fa cono- 
scere, che se su di AR si prende la parte AG = — , sa- 

2 

a b 

ra GP a e, perchè GP — ^ P — AG — u — - 

. — x 5 dunque se per G si tira GC parallela a PM ■, 
il punto C salii il centro. Da altra parte , se si unisce 
AC , per l’angolo retto in G , si avrà AC =s \ ( AG * 

4- GC' ) = V 4 - ^7); cioè sarà il raggio. 

Dunque questa costruzione si riduce ad elevar su di 
AR , dal suo puuto medio G , la perpendicolare GC 

— , ed a descrivere un cerchio col centro C , e col 
im 

raggio : ogni angolo MAR , che avrà il suo vertice 
alla circonferenza di tal cerchio , ed i cui lati passeranno 
per i punti A ed R , sarà uguale all’ angolo dato. Ora 

rb 

■ner costruir la grandezza ■ — devesi menar la retta AO> 
r 0 'A lìti 

che faccia con AB l’angolo BAO uguale all’angolo da- 
to , essa segherà GC nel chiesto punto C ; perphè nel 
triangolo rettàngolo ABC essendo r: tan. BAC " AB-. 

BC o sia AG ; cioè r: in “ AB : b , sarà GC 

• « AB = - . ’ * 

am 
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Si può facilmente vedere , clic tatto si riduce a con* 
durre pel punto A la retta AO , che faccia con AR 
l'angolo RAO uguale al complemento dell’angolo dator 
questa retta taglierà in C la perpendicolare elevata su 
di AR , dal suo punto medio G ^ in modo che C sarà 
il centro , e CA il raggio. 

3t)5. Da ciò è facile di risolvere il seguente problema: 
Dati i tre punti R , A , cd R 1 ( fig. 55 ) , c due an- 
goli che chiamimi P, e Q; ritrovare un punto M , dal 
quale condotto ai tre punti dati R , A , rd R* le ri- 
spettive MR , MA , ed AIR' , queste f.tcrian tra esse 
gli angoli RMA, R'MA , uguali rispettivamente ai dati 
P, e Q. 

Dai punti medj G , e G' delle AR , AR' si elevili 
su di esse le rispettive perpendicolari CC , G'C' ; dal 
punto A si tirino le CA , C'A $ ehe facciano coUe ri- 
spettive AR , AR 1 gli angoli CAR, C‘ AR' uguali ri- 
spettivamente ai complementi degli angoli dati P , e 
le quali CA , C'A incontrino le CG , C' G* nei rispet- 
tivi punti C , C'. Coi centri C , £,' e coi rispettivi raggi 
CA, C 1 A descrivami due cerchi, che segheransi in A 
ed M ; il ponto M sara il richiesto. In Calti , pel trian- 
golo rettangolo AGC» si ha GAC per complemento di 
GCA, dunque GCA per l’eseguita costruzione è uguale 
a P ; ma' GCA è metk di RCA , e pel cerchio MR i A 
è pure RMA metk di RCA , dunque RMA = GCA 
— Pi Similmente si dimostra essere R'MA — Q. 

Questo problema serve a detenninare sulla carta d’ un 
paese la posizione di un punto , dal quale sonori ri- 
levati tre oggetti conosciuti. 

Se gli angoli RMA , R! MA C>sse;-«* ugnali agli angoli 




'4 


^3o 

HR'A , ed R'tì.4 , allora ìi problema sarebbe indeter- 
minato, i due cerchi si con fenderebbero, e ciascun potilo 
della cit conferei: /a di essi soddisferebbe al quesito. * 

■ 3t)G. Per tpm> problema si tratterà di trovar la cur- 
va^ o le curve , -che avranno la seguente proprietà : , 

Cioè , che essendo AZ , AT , due ' rette che compren- 
dono un angolo dato , debbonti trovar le curve , la di- 
stanza MF di ciascun punto M delle 'f/uali da un punto 
F dato in AZ ; sia alla distanza MT dello stesso punto 
M , dalla retta AT , ( tjual distanza sia presa paralle- 
lamente ad AZ ) , sempre in una stessa ragione. 

Da un qualunque punto M di questa curva , la qual 
si supponga di già trovata , si tirino la MP parallela 
ad AT , e la MS- perpendicolare ad AZ ; sarà dato 
f angolo MPS , onde son dati il suo seno * e ’l coseno, 

» quali si chiamino rispettivamente p , e q , ed r chia- 
misi il raggio deMe tavole (*) ; e finalmente pongansi AP 
= u , PM = t , la data AF = c , e la data ragione 
si esprima per quella di' g : h. 

Ciò posto, nel triangolo rettangolo MPS si ha (Geom. 

19 5 ) r: sen. MPS ;; MP : MS, ed r: sen. PMS, 
o sia cos. MPS ” PM ; PS ; cioè r : p " t : MS 

-y, 

— — , ed r : a t ! ti PS — Dunque SF = SP 
r - 1 r ‘ 

- . S 

» — ir— — — -» — • — — — — . 

,<- » ‘ • • 

(*) Si può suppone, come si fa qui , che le grandezze p , 

< 7 , r Son date per le Trigonometriche Tavole ; ma però pos- 
sonsi determinare con una semplice cor ruzione , facendo' un 
triangolo rettangolo, che abLia uno dei suoi angoli acuti ugfiale 
all' angolo dato MPS , ed una qualunque ipotenusa. Prendendo 
questa per r, gli altri due lati saranno p, e q. 
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w 


s5i 

— PF ss SP — + arfF s= — w .4» ora 

„ . , r 

il triangolo rettangolo MS F esibisce MF = y ( MiS* 

-f* ^F* ) j dunque MF rr 

y (rjt+tt- 'JS!+u- +»££_*,+«.) , 

V r % • r* r r / 

ma perchè (Geom. a8i ■ ) ’ P* 4“ 7* == , perciò si avrà 

MF = V + «’ -f - icu 4- c‘^ • 

e poiché dev’ essere MF ad MT , o sia AP , nella data 
ragione, di g : h, perciò 

y + n* 4* ncu -f- c* u'.'.g : A, 

e per conseguenza. 

gu —h ^ t» — 4* “* 4“ — - — + c*^y 

e quadrando, ed indi trasponendo, sarà h * t 1 — — ^ 

r 

* f, ; , v * 

1ch* (7t 

■+■ ( A’ — > g” ) “* 4" * — — acft» u 4" A’c* = o, 

. i r 

equazione che riguarda le sezioni coniche (38o) , e che 

(392) apparterrà all’ellisse, se il quadrato di — ~~~ # 

, ‘ \ r ‘ 

toltone il quadruplo di h* moltiplicato per h' — g* è 

i .. • 

hegalivo f cioè se fo* h ' . _ 4&4 -J- /{h‘ g' , o sia se 9 

r % ' ‘ 

* , > 

4</ a A< — 4 r ’ A* +• 4r* A* *-• • , ’ 

- — ' — — e negativo $ o pure (per- 

che t" — q' = p* ), »e — § — e negativo: 

•# 

• <«* 

* V 


e-* 


/;• 
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ai contrario, eui apparterrà all’iperbole, se' 


4 r'h’g' —fa' hi 


r > 


, • • x- , , , 1 , , 4 r’ftV’— 4p*/.4 

e positivo. Essa riguarderà la parabola, se — 2 Zi. 

^ • r* 

è zero , cioè se 4 r ’ A* g-* = //♦ , o $e rg — p/i. 

Finalmente la curva sarà un cerchia, se /i* — h * — g’ , 
lo che potrà solo accadere quando , o g sarà , zei;o , ,o 
pure h infinita , pefchè in quest’ ultimo caso devesi 
trascurare g » in riguardo ad A* . 

Se or si vuol costruire la curva in ciascuno di questi 
casi , devesi imitare ciò che si c fatto ( 38o , e se- 
guenti ) ; e come allora si è oprato sull’ ellisse , così 
per far vedere la similitudine delle operazioni , e delle 
costruzioni relativamente a queste due curve , qui si 
va ad applicare all’ iperbole ciò che si è fatto nello 
stesso citato luogo, cioè cerca di ricondurre l’otte- 
nuta equazione, alla forma y 7 ~ — (x* — i a * \ 

•o» \ 4 / 

Dunque nell’ ottenuta equazione si libera <• , e si ha 
,,+ + 

~ o. Per eliminare il secondo termine in ordine at , 

: co • „ ■' ■■■•.• ' V 

si fa t -|- C — — — y\ da cui quadrando, ed indi 

T .. r . : ■ v . • . * 

trasponendo , risulta /» -j- ^ - ^ 


+ 

s* 

e 

1 

<7* w* 

* r* 

r* 

+ 

r>rq* u 

q* u* 

r* * 

r* 


, e quindi sostituendo , y' — 


c' q 7 
ri 

e» q 7 
r» 


7 ? + (V^£-)“’r art, + c, “°; 
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Bisogna uwqiie eliminare il secondo termine per rap 

/V"'. «-■ 

porto ad n , m. prima si osservi, che i termini — - 


*w 

r* 


ir* u* 


b 

«'il* 


r* u* rr* u y o-» u* -, p’u' g'u" m 

r i r* m , r» /t* „ 

) ,2e<7' li . 2 cq‘u — 2cr*u 

e eli altri due ter muu — acn, o sia — > 

o r » r» 

2Cp a M ,, . , C* (jf* 

riduconsi a — - -■ — * ùmilmente i due termini — ■ ■ ■ 

r» . f* 

-J-c* , riduconsi a f V — , e tutto ciò perche r* — 7 » 


“ p» . Dunque l’ equazione si cambia in y* -f- 


c* p * 


Pl«l_ £1T_ = 0< 0 pur togliendo * 
/■» r* À’ t . 

denominatori, e ponendo indi per brevità p* 4» .■ — n* g % 
— r’ 4* , riducesi essa ad r* 7»*^* -f- c* A’ p* — ac/i* p * w 
4 r* fa u* — o. 

. , - . , zrh* p» , h* 

Si liberi dunque u* , e si ha b* — — « -f- — V' , 

r/i’ p* cb x 

r » 4*-> • r* 4* « ’ 


r* ft’ p* 

4 o; e si ponga u -r- 

r J 4 * _ " 


coll’ introdurre 1' incognita n , perchè il prodotto ut si 

trova nell’ equazione primitiva (3So). Allora oprando 

come di sopra , dopo fatte le sostituzioni , si avrà 

c"hipi x? c * hi pi. „ /i’ . e» 7i’ p 1 

— T- ,.:1 .. J a v> 4- — = o; *■ 

r4 44 «* z-4 44 A’ “ r l b 

> , i‘ 

sopprimendo il Jeomiin fattore — -,e J,-;st - i;tndo in iinmern*- 
■ • 4 ] 





*34 • ' 

hro la loia y* , ne risaltò y» 


c> k* p* ** e* p* 

r4 ls n* ~ r* 

< ' . 

A* 


+ c* A 1 e* A* n4 y , r’ *’ «* \ 

, ri A* r4 A» «* V. P* A* / 

quale ultimo valore di y* si ottier^ dividendo il secondo 

membro pel coefficieuta di x* > e nello stesso tempo in- 

dicaudo la moltiplicazione p-'l medesimo coefliciente ; e 

come trattasi dell’ iperbole, così bisogna osservare che 

la grandézza r* A» , eh’ ì la slessa di p‘ h % — r® g' , è 

negativa j perchè secotdo ciò c^ie qui sopra si è vedu- 

■ , .. . ' 4^**V — \p‘h4 

to , dev esser positiva la quantità , o 


p* A* ) , affinchè la curva 


4/»’ f 

•ia questa - — ( r» g* 

■ r» 

. v ■ . t. 

sia un’ iperbole. Così bisogna render A* negativa , ba- 
dando quando si vuol introdurre il suo valore neirequa- 
zione, di sostituire per essa , la grandezza r* g* — p’/t*, 
in vece di p* h* — ' r* g' ; dunque l’ equazione diviene 

#’ 1 « ir » 1 t 

e» Ir 1)4 /• r* ir A’ \ „ , 

-"•> Parwdo 

questa, coll’altra y‘ =2 — ^r* — ~ a* ^ , affin di de- 

, ed 

a r r* irn * 

- ri * = - - 4- «* , .da cui facilmente »i rileve- 

4 : />* Jr~ v- „ 

ranno o, e A, cioè i due diametri conjugati’, che or si 
va a vedere essere i lue assi medesimi dèli’. iperbole. 

Si determini dunque la posizione dei diametri conjii- 
gati , ai quali si riferisce la ridótta equazione. Confo r- 
m «mente a ciò che si c fatto (^Sa) , bisogna costruir le 


. . ... » , A* , c’h'pA 

terramare 1 diametri coniugati, si avrà — ì= 

,b a** r4 A*n* 
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due equazioni l -j- — 

. • *> > r 


^“--7777 


r/i’ 


p* ar 


r* A-* « 

lV 


; ma come si è osservato che A» è negativa, 


pprclie si è nel caso dell’ iperbole , cosi bisogna cambiar 

... . , rh* p » <-b'p'x 

quest ultimk equazione in u -I- — — — — — — • , ove 

s _ / n A* . /-'«’/i 

non cambiasi il segno del termine alletto jdalla x , ben- 
ché in questo vi ha luogo A’ , perchè la grandezza n 
può prendersi arbitrariamente positiva © negativa. Dun- 
que per continuare ad imitare ciò che si è fatto nello 
stesso citato, luogo , bisogna per A menare parallelamente 

a PM la retta AB = C ~ , e conducendo per B la BI 
r 

parallela ad AZ-, prender sul suo prolungamento , ad ar- 
bitrio la parte BK , e per K distendere KL parallela 
a PM , e tale che stia BK : KL " r : q \ allora se 
unisconsi i punti B, ed L colia LB, la quale incontra 
le rette PM in Q , le rette QM saran ley. Perchè per 
i triangoli simili BKL , e BQI avendosi BK : KL 

BT, o sia AP : QI , cioè ir: q " u: QI — — , sarò 

ogni QM — PM — PQ = PM — QI -f PI = t 

± = v ' ' 

r r J ■- 

Ma si può abbreviar questa costruzióne menando dtii 
punto F La FB perpendicolare a TA , perchè è cri- 
dente che l’angolo FAB è ugnale ad APM , da cui 
nel triangolo rettangolo' ABF si ha r : q ” c : AB 

= — f còsi poiché QM è parallela ad AB , perciò 


r 
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le y son perpendicolari a BQ , per cni BQ e la posi- 
itone di un degli assi , 1’ altro dei quali è quindi pa- 
rallelo a QM. 

Dunque riman solo a determ'uare il centro, o sia l'ori- 
gine delle ascisse m ; a quale oggetto bisogna considerar 
f equazione , in cui è x , cioè la seconda equazione u 

. ch'p* di' p' ar . ' 

-1 = ; , nel, a quaie supponendo x = o, 

„/■» k ' r* k * n ' 


essa si ridurrà ad, u -f- 


ch' r* 

/•» k' 


= o , onde sara u 


eh ' p' 


r' k ' 


; ed in conseguenza per aversi il centro 


della curva , cioè x — o , la y corrispondente a que- 
sta x — o deve procedere dall’ estremo di una delle k, 

J\ ch?p' 

eia — • — ... . * 

r 1 zi- 

putito A sulla direzione di AB ; ma all’opposto delle u, 

la AG == — , e dall’ estremo G di AG menare GC 

>» k‘* \ 


la qual sia = — ' ■ ; onde convien prenderà dal 


parallela a PM, o sia perpendicolare a BQ y il ponto 
C ove GC incontra BQ , sari» il cendo. 

In un simile modo si procederà per X ellisse. 

Per riguardo alla parabola , poiché in questo . caso si 

ha rg = ph , come si è veduto di sopra , perciò? 1’ e- 

quaziotu: che si è avuta in y ed u , dopo l’ eliminazione 

del secondo termine per rapporto a t , e dopo di -.a ver 

introdotto per r 3 — (/* il suo valore p % , ed indi’nel 

valer di b sostituendo , in vece di g, il suo valore 

ph e.'p' %cp r u 

- — ottenuto da rg — ph : diviene v» -1 — 

r 6 r ’ . 1 r , r . 


alla forma solita riguardante la parabola , si supporrà 

Hgffl ' lrv ' u _ ÙlL z=t- nat , e « .avr'a y* s= nx ; ed 
' . r 2 r“ 

essendosi costruita, come nd caso precedente, l’equanone 

t i. = y, che si è ottenuta per l’elimiaa- 

. ..r r 1 ’ ■ 

tione del secondo termine per rapporto a t ; si costruii* 


1’ equazione^- C-l = »* , M un modo aDalo 8° 

a quello usato (386) ; cioè si libererà u , e si avra' li 

i > c — . r * nx ì per cui si prenderà su di AP la parta 

a acp* , 

jq ~ L e , e dal suo estremo G si menerà GC pa- 
2 : ' % 
rallela a Pii/, C satk l’origine delle ascisse x, clie.sa- 
ran CQ , in modo che CQ saia la posizione del dia- 
meuo-, il cui vertice sari C, e ’l cui parametro n si da- 

terminerà come segue , cioè poiché AG — - c , perciò 


GP ae- AP 


AG t= « — - c 
a 


r'nx . r 2 /* 
acp 2 2 *p 2 

x CO , «1 » = <* k P“" e 

ce» «d offrono CQt*GP II. CF : GF V. BFy 

*•' -• • ' cXCC> ; 

AF, cioè CQ: GP ;; BF: c, dnuque GP = £ p -* 1 

f * * • .* \ \ , ,0 \ / M 

onde sostituendo un tal valore di GP , in quello 1 n » 

si avrh n -Ss - ^ - - grandezza cognita -, perché, C y 

r • X PP 
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p, r son tutte date , e BF è cognita dalla costruzione. 
Ma questo valore di n si può render più semplice ossei - 
valido , che dal triangolo rettangolo F AB si ha r: pii 

AF : BF “ c : BF zs — , percui saia n =3 — 

r r'XBF 

= — ^ X ^- = BF* xJ- = iBF. 
r* -ffC t 

' ^ V . ' % ‘ l V • • I 

397 . Trattisi ora di trovare ( fig. 63 ) la curva, che 
descriverà un dato punto M della data retta OH , > o 
del suo prolungamento , se si facciano scorrere i suoi ' 
estremi O, ed H, [Ungo i due lati CO, e CH del detto 
angolo OCH. ; 

Suppongasi esservi la curva , e da un qualunque punto 
M di essa si menino MP parallela a CII , ed MN per- 
pendicolare a CO; si pongano CP = u , PM — t , 
e le date 310', MI! rispettivamente uguali a g, ed k ; 
e poiché l’angolo OCn , o il suo uguale OP31 è dato, 
ìlsuò supplemento 31PN è pure dato, dunque - si chia- 
mino p il seno, e q il coseno di ques' ultimo , e si espri- 
ma per r il raggio delle tavole. 

»* • , • , ' * 
Ciò stabilito , il triangolo rettangolo PNM ofFrè r : 

p II t : MN, ed r: tf II t : PNi dunque MN. = - 1 , e 


5 : 


PN 2 = ^ . Di più .per le parallele CH, e PM si h« 
r 

MH: CP :: 310: PO, cioè h: u " g: PO = ^ ; 

_ h 

■ # • \ f ^ . * , 

dunque NO — — . Ed in oltre il triangolo ret- 

/• h 

t angolo 3INO offre 31N‘ -f NO • ~MQ', eioè 7 ~ 

\ ' r. * ^ 


3 
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” 1' . "" ■ 
N. * 

— — — - 

**+ * 

3 % 


i f | L * — g’. dunque essendo P'tq' 

1 r* 1 r/i /t* 


Ignut g’u’ 

S= r* , si arra sempliceineute t* -f- — — g > 


equazione all’ ellisse ( 38 1). 

. ’ , ,, r 

Per ricondurre tale equazione alla forma y* —— 2 — 


^ i a* «* ^ colle condizioni ipenzioaate (370) , 

bisogna da principio eliminare il secondo termine per rap- 

/ 

J 

/ 

porto a i, per cui si pone 4 -{- — y\ quadrando, 

ed indi sostituendo per t * — J» ■ » il valore che ri- 

‘ ■* 1 - - rV/’s’ .. g*n 

sukerà da questa operazione, si avrày* r 3 h 2 ~ ' h* 

© 

1 

. g* a* u* . g* 

" e' ; ma sono i due termini ■ H r~~ 

e ? r , / 4 i h% 

- g'r*U'-g'<l’u* _jg' P * «* ^ esSeM „ _ r = p. 

r> 'ft* r J '* •- 

s 

dunque sostituendo si ha y* -f- - — = #* • Ora ben- 


chè Ai questa equazione non Vi h secondo termine per 
riguardo ad », pure ( 38 g) come il termine ut si è tro- 
vato nella primitiva equazione , cosi si fa una trasfor- 
ma, s . > _ g'p*l*x' 

inazione per n, ponendo u — — ; e si ha y» «— ^ ^ ^ 

* ' 

•» 

• 

• il 

g.l! 

-r.i e q umd * r == r • °# ur dm ' - 

K'* ' «** 
r* 

dendo il secondo membro pel coefficiente di art , e nello 
stesso tempo indicando la moltiplicazione per questo stessa 

1 • * 

■ * * _ 

* 

c 

>*• ; 

■ ' ■ .. 


♦ 
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. . g*P’P n 

coefliciente si arra f = _ ( — *■’ V Ma 

r'/i’/i' v p’l‘ J 

coinè si ha bisogno ili una sola indeterminata n ,, cosi 
si può assegnare ad l un arbitrario valore , e per ren- 
dere il calcolo piu semplice , si supporrà l = r, lo che 

ridurrà l’-rquazione ad y* — —— — - ^ — —• — *'J' ® er 

determinare l’ellisse, si cerca prima la magnitudine dei 

* ' i jt. ~ *.. . • /, ,, j 

diametri conjugati , col paragonare all’ equazione y* — 

( 1 . - _ i’ g* p* 

— a* — **Yj da qual paragone si ha — =s ,.ed 

4 J * a a /i *n* 

» , h’n % 7.hn 

— a = , e quindi a = , e b = ìg. 

4 p' ’ p 

' Per determinarne poi la posizione , ed il valore di n, 

si costruiranno le due equazioni t -f- = y , ed m 

1 rh 

Ix rx 

— — rs — .. Per la prima, se prendesi ad arbitri# CK , 

n é n * . 

e che indi si mena KL parallela a P M , è tale che CK: 
KL M rh : g/j , le rette QM computate dopo l’ incon- 
tro delle rette PM , colla CL, saranno le v ; in fatti, i 
triangoli simili CKL , e CPQ esibiscono CK : KL II 

CP ; PQ , cioè rh : gij “ u : PQ dunque 

\ rli 

QM = PM -j- PQ = t -f ^ = y. 

Essendo le dinotate dalle rette QM , bisogna dun- 
que che te x sien computate su di CQ , e per averne 

fX 

l’origiiie, dcycsi ricorrere all’equazione u = — • , la qqal 


- Digilized by Googk 


«apponendo x =s o, riducesi ad « = 05 cioè la * è 
uguale a zero , o sia l’origine delle x si ha ore u ~ o, 
vale a dire'' nel punto C] quindi C è il centro, e CQ, 
CH sono le posizioni dei due diametri conjugali. In quanto 

* • % / - y 

al valor di u, l'equazione u = —, o sia CP 


offre n = 


— r * C $ ■ 


CP 


; e perchè da CP : CQ “ GK 


ri ~ k CQ _CL £ rXCL .. _ 

“’” k * c? = air ,pm; ’ ò " = -cF-’ d ‘ 

* * - ‘ r , 
essendo CiST arbitraria, essa: si può supporre ~ r, dun- 

que si ha n =: CL, per cui si ha tutto ciò else occorre 

per descrivere 1’ ellissè (-3 16). 

. y ; « 7 ' * 

A • • • ’«/ .* % 1 . v ^ 

Applicazione dei stessi principi , a/ cisolvi- 
. mento di alcuni problemi determinati. 


398. Dopo dì aver risoluto il secondo problema inde-; 
terminato , che si. è proposto (394) ■> ss n’ è fatto usò 
per risolvere un problema determinato. Questo tacita- 
mente si è considerato contenerne due altri , ambi inde- 
terminati , dei quali essendo ciascuno della stessa specie 
del primo , ciascuno si è risoluto nello stesso modo. L’in- 
tersezione delle due curve, o cerchi , che erano il luogo 
di ciascuno di questi due parziali problemi , ba dato il. 
risolvimento del problema determinato. Quando 1’ ‘equa- 
zione finale, che esprime le condizioni di un problema , 1 
«orpassa il secondo grado, per risolvere un tal problema 
si 1 procède in un modo simile. Nei casi ove si potrà im- 
piegar» ma soia incognita , se m impiegheranno due , 

lèi 


I 


34 3 

e li cercherà dalle condizioni del problema , di stabilir 
due equazioni ? le quali separatamente costruite , cia- 
scuna di esse esibisce una curva , della quale ciascun 
punto soddisfa alla sua rispettiva equazione : se il pro- 
blema è possibile , le due curve s’ intersecheranno in uno, 
o più punti r secondcchè il problema ammetterà una , o 
più soluzioni 5 secoudocbè esso contiene uno, o più casi 
dipendenti dagli stessi dati, e dagli stessi ragionamenti. 
Queste intersezioni esibiscono le- differenti soluzioni del 
problema. Fino a tanto che le due equazioni a due in- 
determinate non sorpassano il secondo grado , vedesi dun- 
que che il risolvimento dipenderà dall’ intersezione di due 
curve coniche , tutto al più. In vece , che nei stessi 
casi , *e s’ impiegherà una sola incognita, o pure se per 
mezzo delle due trovale equazioni , si elimini una delle 
due incognite , l’ equazione finale monterà al terzo , e 
più sovente al quarto grado. Ma se una delle due equa- 
zioni , o ambedue sorpassano il secondo grado , allor la 
soluzione dipende dall’ intersezione di curve più elevate 
s ,. y vp, „ 

Veggansi in prima alcuni esempj di problemi , che 
non passino il quarto grado. v . 

399. Propoqesi per primo problema di trovar due mo- 
die continuatamente proponionati , tra due rette date 

a y .e h. . • 

Chiamando t, ed u queste due medie proporzionali , ai 
avrà la progressione j-j a : t: u : Z> che esibisce que- 
ste due proporzioni a : t ” ,1 : u , e t : u ” u : L 9 e 
quindi qtìeste due equazioni «u ~ , c i/=3«’ y amba 

le quali riferiscono direttamentg alla parabola. Per cui 
•e tiransi due rette indefinite 6?) 4 & , AX che 

# • ,< v 
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contengono un qualunque angolo , il quale per più sem- 
plicità sia retto ; e se su di una di esse AZ come dia- 
metro , di cui A sia il vertice , ed a il parametro, ed 
XAZ 1’ angolo delle coordinate , descrivasi (36^) una 
parabola, questa sarà il luogo dell’equazione au =t', 
in modo clic se le AP rappresentano u , le PM rap- 
presenteran n. Similmente , se col diametro AX , di cui A 
il vertice, b il parametro, ed XAZ 1’ angolo dalle coor- 
dinate , descrivasi un’ altra parabola , questa sarà il luogo 
dell’ altra equazione bt = «’ , in modo che se le AP 
sono le t , le P'M' saranno le u. Ma affinchè il pro- 
blema sia risoluto , bisogna che le due equazioni au = P, 
e bt = u’ , abbian luogo nello stesso tempo ; cioè T che 
il valore di u nell’ima, sia lo stesso che il valore di u 
nell’ altra ,* e che lo stesso accada per t ; ora ciò si a v- 
vera nel punto M ove iutersecausi le due parabole., co- 
me è chiaro, perchè essendo leu computale su di AZ, 
« le t su di AX ' , o pur parallelamente »d-AX , uè de- 
riva che se tiransi MP , ed MP rispettivamente paral- 
lele ad AX , ed AZ , il valore MP di u nella para-*, 
boia AMM ' , è lo stesso che il valore AP di u nell’al- 
*ra parabola AMM ; similmente il valore AP di t nella 
parabola AMM 1 , è lo slesso che il valore PM di [ 
nell’altra parabola AMM ; ed è evidente, che nel solo punto 
M , ove intersecami le dfte parabole, i valori di ù, e t 
son comuni ad esse ; poiché nell’ altro punto A ove le 
stesse anche s’ intersegano , sebbene u , e t le sien pure 
comuni, però w , et sono ivi zero, per cui tal punto A 
non soddisfa al problema , avendosi cosi per i valori 
di >/, e t le sole AP , e PM corrispondenti al punto .1 1 
d’ intersezione. •• > , 


/ 


4«o. Del rimanente , lanche possa sempre pervenirsi 
alla soluzione , costruendo separatamente le equazioni che 
trovami , delle volte preparando tali equazioni , possonsl 
ottenere delle costruzioni più semplici ; per esempio , se 
sommami le due equazioni au ~ t* , e bt == u* , si 
avrà au + bt r= n 1 -}" ì equazione al cerchio , se 
le tz, e le t saran prese su di rette peipendicolari tra esse. 
Ora benché la parabola si costruisce facilmente , pure 
più facilmente il cerchio \ per cui nel presente caso si 
preferirà di costruir l’equazione au = z’ solamente come 
qui sopra , e poi in vece di costruir del pari 1’ altra 
equazione bt ~ u* , si costruirà l’equazioue al cerclùo 
au -j- bt = u’ -f- t» , col cambiarla in quest’ altra 

t> = -1. s 1 4- i «- i’ per mezzo dell’ elimina- 

4 4 , 

zione dei secondi termini in riguardo a.t , ed u , col 
porre f — b =z y\ ed u — — a — or. Aliar pren- 

* %* * v ' % 

| 

dendo AB r= — £ ? e menando BQ parallela ad AP y 

#.2 " 

• • * 

ti avranno le QM per i valori dr jr. Prendendo poi 
AO —■ — a , e menando OC parallela ad AX , si 


avranno le linee CQ per i valori di x ; per cui col 


ti descriverà un cerclùo , il quale tagliando la paraho- 


son, per esempio, sommar le due equazioni , e poi ntol- 


centro C, e col raggio \ ( — a» 4- 

• U 
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tiplieare per una grandezza arti traria— positiva, ono- 

gativa , da cui si ha au -j- — ht ~ t x +~ u* , equa- 

n re 

zione che può appartenere all’ellisse, o all’iperbole, in 

corrispondenza del valore che si darà ad — , in modo 

re 

** v 

che si può costruire coll’ una , o 1’ altra di tali curve , 
come si è fatto cól cerchio. Si può similmente costruir 
coll’ una , e coll’ altra , come si è fatto colle due para* 
bole ; o pur con una di esse combinata con un cerchio,. 
J 

lo che si ha dando ad — convenevoli valori , e> che fa- 
re 

miniente si determinano in seguito di ciò eh’ è stato 
detto (392). \ 

402. Si propone per secondo problema di dividere in 
tre -parli uguali un dato angolo , o arco. 

Sia EO (Jig 64 ) l’arco dato, di cui A il centro ; 
suppongasi esserne EM il suo terzo. , e si tirino i raggi 
E A , MA , e le perpendicolari MP, OR. Le OR , ed 
AR, che son date per essere il seno, e ’l coseno del dato 
arco EO , chlaminsì rispettivamente d', e, *• , e’1 rag- 
gio AE pongasi ~ r\ e finalmente chiaminsi u, e t le 
incognite AP , e PM. 

Ciò posto, dal triangolo rettangolo APM. si ha u' -f* t*. 
— ? r* ì e dai triangoli simili APM, ARS ne risulta. 

■ »' - . 1 ‘ ' ~ • t 

AP : PM AR : RS , cioè u : t " e : MS = Or 

u 

se si prolunga la perpendicolare MP fino alla periferia' 
in V , sarà l’arco ME ugufic all’ altra MO , parchi 
ciascuno è duplo di ME] dunque l’angolo OMS -=r 4 MP 
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= ASR — OSM , a cagion delle parallele. Quindi è 
isoscele il triangolo SOM , per cui OS = OM — MV 
— — at • sicché essendo 0/i ss 0*S -{“ «J/i, sara «/ ss a* 

4. — , o sia atu-f- et =c */«, o pure tu-\-—et~l— du. 

tu 3 3 

Dunque le due equazioni a costruire sono u* 4 - ** — r *-> 

* t • ' * v > ' ■» ' ' 

o sia r = r* — t* a , eto-j e* = - du , la pri- 

. 3 3 

» , • » 

ma delle quali trovasi gii costrutta , perchè è la stessa 


equazione del cerchio EMO. 

In quanto alla seconda , essa riguarda l’iperbole (%t)j 
e come vi mancano i due quadrati , Cosi , uniformandosi 
a quel che si è detto nello stesso citato luogo , bisogna 
passare in un membro tutt’ i termini affetti dalla u, da cui 

ì , ì 

- dii — tu — — el ; 


i ì 

si ha tu — * - du — — - cl, o sia 




facendo - d — t = y, e sostituendo per t il suo vaio- 


ré, si ha «y = — 1 - cy 4" -, cd , o sia uy -J cy 

3 -4- • 1 ; ' 3 - 1 


hzz — cd. In oltre , ponesi u -f- - c = a : , e si ha 

4 * 3 * » •? 

xy — - cd , equazione all’iperbole tra gli asintoti, che 

4 


si determinerà nel seguente modo- 

IL’ equazione * d — t —y dinota, che se dall’ori- 
gine A delle u, e delle t, si mena AB parallela a PM, 

• . ■ * v • _ < » " r j . . 

«d uguale ad - d, e che ci tira QBC parallela ad AP, 
p ■ a 

le rètte QM computate m un senso opposto alle PM , 




* 
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saran 1 e y, in fàtti', QM i n PQ -£> PM ~ AB — PM 
= 1 d — t — y, dunque CQ è la posizione di uno 


degl i asintoti. 




Lu seconda equazione u -j- - c =x significa, che se si 

a 


prolunga AP verso G per quanto è AG = - e zz—AR, 

a 2 

le rette GP , o le uguali ad èsse CQ , le quali otten- 
gonsi menando CG parallela a PM , saran le x ; dun- 
que C è il centro, e le rette CQ , CG saran gli asin- 
toti Onde pel metodo dato (354) s * descriverà un’ iper- 
bole tfa questi asintoti , e che passa per A come ap- 
punto l’ indica l’equazione xy z=z 1 cd ~ c X - 

= AG X AB — CB X AiP ; quest’ iperbole taglierà 
il cerchio nel chiesto punto M. 

Se I’ arco EO fosse maggiore di go* , allor cadendo 
il suo coseno AB' dal lato opposto , sarebbe negativo ; 
dutique bisognerà supporre c negativa nelle superiori equa- 
zioni. E se l’arco EO fosse maggiore di i 8 o° , e mi- 
nore dì 2 .^ 0 ° , come appunto c l’arco EOE'O 1 , il suo 
seno , e ’1 suo coseno sarebber negativi 5 dunque biso-ì 
gnerà cambiare i segni di c , e di ci nelle stesse supe- 
riori equazioni. 

Se si prolunga GC di quanto è CG' — CG, e CÈ 
di quanto è CB 1 CB , e menate B'A 1 , e'G'A 1 ri- 
spettivamente' parallele a CG 1 , e CB 1 , tra le rette C& ) 
e CB 1 prolungate indefinitamente, coine asintoti, si de- 
scrive un’ ipèrbole, che passa per A 1 , essa incontrerà il 
cerchio in' due pumi A 1 , M 1 , nel modo appunto come 
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h prima l'iaeontra pei due punti ed M". Or di 
questi quauro punti i tre M , M' , ed M" meritano 
di essere osservati perchè il primo M esibisce l'arco E M, 
par terza parte di E O -, il secondo M' assegna 1’ arco 
E'M' , per terza parte di E'O , supplemento di EO ; 
« finalmente il terzo M" determina E'M" , per terza 
parte di EOE' & , cioè dell’ arco EO accresciuto della 
aemiperiféria. 

In fatti, l’arco E'O ha, come l’arco E O , 'per se- 
no , e coseno le rette RO ed AR ; però con questa 
sola differenza , che AR considerata come coseno dell’ar- 
co E' O maggiore di go° , è negativa ; dunque per aver 
là Soluzione in questo secondo caso , detesi nella supe- 
riore soluzione supporre solo , che c è negativa : or que- 
sto cambiamento ■ a fleti a soltanto là seconda equazione , 

col cambiare la Sua ridotta xy = L cd, in xy — ~cd, 

4 4 

equazione che appartiate 'all’iperbole A'M ' , e che dun- 
que fa vedere , che la soluzione di questo caso sarà 
esibita dall’ intersezione M' di questo ramo di curva , 
col cerchio. Si vedrà subito perchè questo punto non è A'. 
Dunque P'M' è il seDo del chiesto arco*, in questo se- 
condo caso ; onde un tal arco è E'M' , cioè E'ftl' èia 
terza parte dì E'O. . - 

In riguardo alla terza soluzione , se aumentasi l’arco 
EO di l8o° , lo che si farà prendendo E'O 1 = EO, 
allori l’arco EOE'O' tien per seno , e coseno le rette 
R'O ' , AR ' , che sono necessariamente uguali alle altre 
RO, ed AR, però con questa sola differenza, che ca- 
dendo ambedue da lati opposti a quest’ ultime , esse sono 
negative ; dunque per aver la seduzione conveniente à 


\ 
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questo caso , debbo usi solo »uppor negative le e , ed. 

» . > - |* ' ’ 

Ora un tal cambiamento non altera l’equazione xy — - cd, 

in cui entrano c , ed] dunque la prima iperbole offre 
colla sua intersezione M ^ , la soluzione di questo terzo 
caso 5 quindi P II M" è il seno deir arco cercato in que* 
sto terzo caso ; onde un tal aroo è £'M n , cioè , che 
E'M" è la terza parte di EOE'O'. 

Cosi la stessa soluzione, che 'erre a trovar la terza 
parte di un dato arco a , serve anche a trovar I® terza 
parte di i 8 o° — a, e la tèrza parte di 180 0 a. 

Qui si può applicare lo già detto (^oo) sulle differenti 
sezioni coniche , che possonsi impiegare per costruire , 
combinando come più piace le due- equazioni io u, e t. 

In riguardo alla quarta intersezione si è detto , che 
essa accadeva in A 1 , lo che è chiaro, perchè l’iperbole 
si è fatta passare per tal punto , che è determinato fa- 
cendo B'A' ~ AB , e B'C ~ CB, lo che dinota, che 
AR' = AR , ed R , A i = RO\ per cui il punto A* 
appartiene alla circonferenza. Ma millac|imeno esso non. 
offre una nuova soluzione , perchè-è determinato con ope- 
r ^.ioni indipendenti dalle equazioni , che han data la 
soluzione. 

4o3, Sé dall’equazione itu -j- et = du trovata di sopra, 
si deduce il valore di t , per sostituirlo nell’ equazione 
u 1 -j- e 1 = r’, la qual si è avuta nello stesso tempo; 
dopo di aver sostituito per c* -j- d’, il suo valore /■’ , 
trasposto , e ridotto , si avrà 4 -}" 4 cul — 3r>u» 
— 4 cr'u — r’c* o, o pure 4 “ 3 (“ <?) — 3rV*X. 

(« + e) — er' (u -J-. c J sr 6 , la qnal divisa per 
ne da 4 «* — 3 r"u — ,cr l = o , equazione , 
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die deve conti nere gli esaminati tre ras» ; dunque essa 
aver deve tre radici. Or la costruzione fa vedere, che u 
in fatti lia tre valori , cioè , ‘AP , AP 1 , ed AP" , e ‘ 
rlie i due ultimi cadendo da lati opposti al primo, sono 
negativi ; dunque questa equazione ha tre radici , o sia 
yaiori di u, di cui due sono negativi , cioè u = — AP', 
u 1 — — AP 11 ", e ’l terzo u =r AP , è positivo. 

4o4- L’equazione 4 ul — 3r’« — - • cr\ ss o , o sia 

3 1 '• ....... ■! 

u 5 — - r’u — — er* = o , è nel caso irriducibile \ 

4 4 t ■ ■ ■ 

e poiché le sue radici sono i ispettivi coseni di I EO, 


— ( 180° — EO ) , ed -i (i8o° -j- EO)-, perciò si pos- . 
3 3 

. • ' • ../• ' » 

sono avere le tre radici di un’equazione cubica , clic 
trovasi nel caso irriducibile, per mezzo delle tavole dei 
seni , con una sufficiente, e sollecita approssimazione : 
eccone il metodo. Si rappresenti con u J — pu -f- q — o, 
qualunque equazione cubica , nel caso irriducibile ; pa- 
ragoniindo questa, coll’altra u* — — f’u — ^_er’ zz: o, 

4 • 4 . 0 

• 1 3 rr * s , ,, 

11 hji — — r' =. — p , e = q ^.dajla prima 

» / ' *' 

* f 

di qursle due ultime equazioni deduecsi r' = y — p, e 

f 

dalla seconda si ha c = — — . Si rappresenti per i? 

P 

il raggio delle tavole ; H quarto proporzionale in ordine 

ad r , r , ed lì , o sia in ordine a V — P * — — , 

* >. * v» p 7 
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ed R , sarà il coseno, che si hji nelle tavole, déll'arco 

3 R. 

EO ; questo quarto proporzionale * il quale è — 9 

.... ; . 3 p 

rinvenuto nelle tavole , darà il seno del complemento di 

EO ; per cui aggiungendo 90° , al numero trovato di 
gradi , o, all’opposto, sottraendo un tal numero da 90°, 
secondochè q, sar'a positiva, o negativa nell’equazione, si 
avrà l’arco EO , che chiamisi A ; dunque nelle stesse ta- 
vole si cercheranno i coseni dei tre archi — , i , 

3 * 3 

i8o° -f A . .. ........ 

e ■ , 1 quali per ridursi al raggio r, si mol- 

3 * * * i , 

r . V 3 P- 

tiplicheranuo per — ,• cioè per — . . ■ 

R > r 


, perchè per 


jf ; 

ridurre, per esempio, eoa. — preso nelle tavole , bis®. 

gna far questa proporzione R: cos. al coseno 

• 3 t. 

dello stesso arco, nel cerchio che ha per raggio r, 
cioè ad AP , o sia u; dunque i tre valori di u saranno 


vfj> 

R 


cos. 


V | ■ p » 

ed u ss - cos. 


3 R 

, » ' ‘ \ ; 

180°+^ 


y£ p 

* 3 ” ■ 180 0 — ^ 

cos. — 7 


, nei quali bisognerà os- 


: * 1 " 3 . 

servare di dare il segno — a quelli, dei quali l’arco sarà 

maggiore di 90*^. Tali operazioni possonsi facilitare per 
mezzo dei logaritmi. - , 
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4«5. Proponesi ora questo problema piu generale di 
quello risoluto (aj4)- Da un punto D (%. 65) data 
fuori di un angolo doto RAP tirar la retta 1)P in 
nu do , che il suo segmento RP intercetta tra i lati 
di quelf angolo , Sia uguale ad una retta data c. 

Dui punto D «i menino DS perpendicolare ad AP 
prolungata , 'e DO parallela ad AR\ e dal punto R si 
tiri ad AP anche la perpendicolare RN. Le rette DO , 
f)S , OS , ed AO son cognite , per esser dati si il punto 
D, che l’angolo RAP, o sia il suo supplemento RAN, 
o pure r uguale a questo DOS. Perciò pongansì DO 
— /• , DS = p , OS — q , AO — — d», la retta , 
cui dev’ essere uguale RP , — c e le incognite AP, 
AR rispettivamente uguali al u , et. 

‘ Ciò stabilito , dai triangoli simili DSO , RNA si 
hanno DO\(DS “ AR : RN, e DO : OS “ AR: 

AN , cioè r: p “ tx RN = V S- ed r : q “ t : 


AN 


‘IL j dhjaque NP — — + u. Ora dal trian- 
r f 


golo rettangolo RJSP si ottiene PN* -j- NR' = RP‘ , 

P* t% 


+“• + 


c’; o sia 


nqut 


+ P'\fl +?2L f + W > = c*,opuret’ + 
r* r 

c» , prt’cliè nell’altro triangolo rettangolo O 
si ha p* r ~ r ’* 

Ma come sonctvi due incognite , cosi occorrono due 
equazioni -, per cni considerar si devono i triangoli si- 
mili DOP, RAP, dai quali si ha DO: RA \\ OP: 
PA, cioè, r: t ;; ti-f-u: u, onde ru = (d tu: 


C 
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e queste sono le due equazioni., che bisogna costruire, 
per risolvere il problema , la prima delle quali (38») 
appartiene all’ ellisse , e la seconda all’ iperbole. 

Per costruir la prima , si fa ( -}- == ed oprau- 

r 

do come nei simili superiori esempi , si avrà y* — 


p’u* ' , , , <7 J «* 

C “ ~ 1 n * nppi^no ' 


4* = c * y ojia y* -J* = c% perchè — 

r’ 


-f u’ = 


r*u* r—q^u* ( r* — q' ) n* 


p» u* 
r\ 


Si 


fa u =. L ar(38g) , e si ha y* F ^ X — = c* / o 


?ì* /* j;* Tf*3C 

-sia. r* — e* — se c’ — (col suppor- 

r’n J n» 

re 1 ’ indeterminata l — r , lo che è ben regolare ) , o 


r 1 n* 

2 .V. 3 


P / C tir \ * 

pure y’ ee— _ f — at* j. Col paragonare all' e- 

J* i . 

quazione^y 1 = ^ ^ a* — a?*J, si troverà che i due 


diametri conjugati o , e J sono a — , e b — ac. 

• V • P -V 

Si determini ora la posizione di essi , e ’1 valore di n j 
ma per meglio conoscere 1 ’ uso di questa costruzione , 
concepiscasi prima , che dando successivamente ad « , 
o sia /IP diversi valori j si menino ad AR le parallele 
PM , che paleggino i corrispondenti valori dir, lo che 
produrrà la curva, di cui si sta considerando l’ equazione. 
Ciò posto , prendasi su di AP la AK ad arbitri o , e 
da K si meni KL parallela a- PM, e che stia ad ?AK’Ji- , 
7 : r J ma per i triangoli simili A&L , ed APQ si ha 


i 


& * 
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PQ'- PA li KL : KA y dunque PQ : PA " y : r , 
per cui PQ =± ". Y J~ =z '!! , e QM = PM + PQ 


t -j- — — y 5 quindi la AQ in cui terminano le y, 


sarà la posizione di uno dei due diametri conjugati , e 
propriamente di quello , in cui debbonsi computare le x y 
e per aver l’ origine di queste , devesi conseguentemente, 

impiegar l’ equazione ,u — — x — x , in cui fun- 

- »' . n 

r.iona x , e la quale supponendo x = o , diviene u oj 
lo che dinota , che x =: o , o sia l' origine delle ascisse 

trovasi ove u =o, cioè nel punto A, e quindi le AQ 

, » * . 

sono le x ; onde 1’ equazione u — — , diviene AP 


r X AO 


• % - • * 

, da cui si ha n X AP — r X AQ , 


sia r: n H AP : AQ II AK : AL ; e poiché AK si 
prende ad arbitrio , perciò può farsi — r , onde si ha 
r : n II r : AL , e quindi n = AL. 

Dunque devesi solamente descrivere (3i6) un’ellisse , 
di cui due diametri conjugati comprendano un angolo 
a guale ad A QM , e dei quali quello che ha la posi- 


zione AQ , sia = , e 1 ’ altro che ha la posizione 

' V ' 

AR, sia 2 = ic. Questa ellisse sarà il luogo della prima 
equazione. Ma può di passaggio osservarsi , che questa 
-ellisse è precisamente quella, die descriverebbe il punto 
medio di una retta uguale a iRP , i cui estremi scar- 
nino lungo dèi lati AP , ÀR ; ,quàl cosa fàcilmente si 
dimostra col paragonar questa soluzione , » quella esi- 


.«■ 
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bitn (3 c) 7) , e col supporre g zz Inizi c. Quando l'an- 
golo RAP è retto , l’ ellisse diviene un cerchio deli-ag- 
gio €. ‘ - 

Quindi riman solo a costruir la seconda equazione 
ru zz dt -j- ut , o sia rM — «f ~ dt. Ora , secondo 
gli antecedenti principi , si la r — t — y' , ed indi 
u + d = *' , lo che cambia tale equazione in x'y' 
zz ri ., la qual riguarda 1’ iperbole tra i suoi asintoti. 
Onde, in vigore dell’equazione r — t zz y 1 , si pren- 
derà su di AR la AT. zz r zz OD , cioè, die si me- 
nerà per D la DTV parallela ad AP ; allora le rette 
VM saranno le y ' , che si computeranno da V verso M, 
cioè in senso opposto a PM , perdiè VM zz PV — PM 
zz r — / = y 1 . ludi, in virtù dell’ equazione u -f- d 
~ x 1 , si pienderà OA zz d , cioè, che si menerà pel 
punto D la DO parallela ad AT ; allora le rette DV 
saranno x' , perchè DV zz OP zz OA AP zz d 
-J- u = x' . Dunque si costruirà (3 :>4) tra le rette DO , 
e DV come asintoti, un’iperbole che passi per A, per- 
chè si ha x'y 1 zz rd zz ÀOy^AT ; quest’ iperbole in- 
contrerà l’ellisse nei due punti M , ed M ' , per i quali 
con'dueendo MR , ed M'R 1 paiallele ad AP , si avran 
due punti R, ed E.' per i quali.)- e per D conducendo 
le DRP , e DP'R 1 , le parti PR e P'R 1 di queste , 
tra i lati degli angoli uguali RAP , R'AP' interne ite , 
saranno ugnali alla data retta c. , ■ 

Se prolungando gli asintoti, descrivesi l’ipèrbole op-, 
posta M"A'M"' (ftg- 66 ) , nel caso in cui essa incon- 
trerà l’ ellisse , la medesima determinerà due nuovi punti 
M"M'" , per i' quali menando le parallele ad AP , si 
avran sopra di AT due nuovi punti R\! r R"' r per i 


•v, 



t 


• * 
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/ ; 

quali , e per ./> tirando due rette , le parti di queste 

comprese tra i lati dell angolo TAS , pure saranno uguali 
alla data retta c. In generale , questo è il modo da te- 
nersi per risolvere i problemi determinati , i quali però 
non eccedano il quarto grado. 

4 o 6 . Se il problema si fosse risoluto col serrirsi di 
tuia sola incognita, nondimeno si sarebbe potuto impie- 
gar lo stesso metodo , con introdurre una nuova inco- 
gnita. Per esempio, se propongasi di trovare un cubo , 
che siu ad un dato cubo a 3 , in data ragione di m, ad n; 
chiamando u il lato di tal cubo, si avrà u 3 : a 3 '.l m: 
n » onde nu 3 = ma* . 

l’or costruir quest’ equazione , si supporrà u ’ at , 
allor J’ equazione si muterà in natu — ma 3 , o sia tu 
ma 1 _ _■ 

= — Dunque si costruirà la parabola , che ha per 
n ( r 

equazione u 1 == at , e l’ iperbole che ha per equazione 

tu — — - 5 l’ intersezione di queste due curve, esibirà 
n 

i va>ori di u , e l r 


Se T equazione tu — — si moltiplica per u , t yi 

B 

si sostituisce per u • nuovamente il suo valore at , si 

. ma'u ma . 

avra at = — — , o sia t' = u , altra equazione 

' H n 

all’iperbole, che può costruirsi unitamente all’equazione 
u’ — at. Si pnò osservar dì passaggio, che qneste equa- 
zioni sono le stesse, che si avrebbero cercando due me- 

' .A. _ • 

die proporzionali tra a, «1 — j cosi posson costruirsi 

: U 

precisamente come nel (S99). 
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<°7- L ’ equazione ««3 =s /na 3 esibisce u — \ — . 

ni 

vedesi dunque , che la costruzione dei radicali cubici si 
fa per mezzo delle sezioni coniche. Lo Stesso è dei ra- 
dicali biquadratiei s quando essi contengono dei radicali 

4 ■ } / . 

cubici , come questo V ( a J V ab * ) ; perchè se essi 

• ' ' * '4 ' 

contengono dei radicali quadratici, come \ {a}\ab) ì 

o delle grandezze razionali, si costruiran sempre col cer- 
chio } in fatti , tra a ? e b trovisi la media proporzio- 

• ' ; ’ .*4 4 

naie m , sarà \ab sr m, onde \ (a 3 ^ab) = y«» nz 

4 ../■ t . 

= -yr (a’Xaw ) ; trovisi di più tra a , ed m la media 

- . ..... 4 ' . ‘ 

proporzionale n , sarà am, = H* , onde y ( a 3 y né.) 

4 4 , . 4 

= ya 3 m = y ( a’Xatn) t=: y a'n* = y an , eioè 

il proposto radicale esprime la media proporzionale tra. 

«ed ». , 

408 . Quando l’equazione determinata avrà u n maggior 
numero di termini , si costruirà sempre in un modo ana- 
logo; per esempio, se abbiasi' u4 -j- au 3 -(- aqu * -j- a'ru 
« 4 -sa 3 =a o, «ve a , q , r, * sieno tutte grandezze note, ■ 
supponendo u* ~ at , si aVrà a’t’ -J- a’uf -f- « 9 “* 
a’ru - 4 “ sa* ~ o, o sia at* -f- aut -f- qu * -f- ara 
sa* ~^o , equazione riguardante Una sezione conica ; 
dunque , secondo gli antecedenti principi , costruiscami 
quest’ultima equazione, e l'àltra di supposkionb «’ — at y 
le intellezioni di queste due curve , darauno i diversi 
valori di u. 

4 00 . Ma introdueendo n«l modo suddetta . una no- 

* ** ' 1. ì* ' >*■ • t sTi r •’ » 

*7 
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velia equazione ad arbitrio , può accadere , che le due 
curve non s’intersechino, benché il problema, che avrà 
somministrata f equazione , abbia una , o piu soluzioni j 
a tal uopo, per evitar qualunque imbarazzo, si va ad 
esporre un metodo , eh’ è applicabile a tutt’ i gradi. 

Suppongasi esservi l’equazióne u 3 — au* * -j- pau — qa' 

= o 5 si supporrà u 3 — au‘ -}- pau — qa 1 = a’i , 
ove t dinota un’indeterminata , ed a, p , q dei numeri, 
o delle rette cognite •, allor se suppongonsi dati ad u 
successivi diversi valori AP , AP , ec. (fig- 67 ) , e 
che i corrrispoudenti valori di t , i quali soli facili ad 
aversi , perchè t è al primo grado , si portino (*) sotto 
di un angolo qualunque, che per più' semplicità si può 
supporre retto , ne nascerà una curva ; e per sapere ove 
questa incontra l’asse AP , bisogna supporre t =0, lo 
che esibisce u 3 — au ' -f- pau — qo 1 =: o , cioè , l’e- 
quazione proposta 5 dunque le distanze AO AO 1 , AO 1 ’’ l 
alle quali la curva incoiitra 1’ asse , saranno i differenti ^ 
Valori di -u. 

’ Ma se , in vece di calcolo, vogliasi una costruzione , 

ciò sarà molto facile , col dare all’ equazione questa forma, 

• ** “ ' ' • * * ' * % '* s ,'• * ' 

/ rs - — —a *1 — q j petchè la costruzione? di 

• , . „ . u 3 u* pu _ , . t 

ciascuno dei termini , — , . — , per ciascun valore 
■a* a' a . 

di u dato in linee , si esegue facilmente per quel ehdsi 

è detto (a4£)- 

■— r i " . T - ■ . 1- 1 » .. ^ ^ 

(*) Badando di portare dalle parti opposte dell' asse AP quel- 
li , che , hanno segni contrarj. 
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4 io. Quando nel problema entra piu di un’ incognita, 
la costruzione si potrà ricondurre a quella ora esibita , 
riduceudò tutte l’ incognite ad una sola , pel metodo dato 
( i6a , e seguenti ). 

4»t< Se il problema è indeterminato, e che una del- 
le due indeterminate , che entrano nell’ equazione , noti 
sorpassa il secondo grado , si potrà sempre costruire 
l’equazione , qualunque sia il grado , cui giunge 1’ altra 
indeterminata ; col dare a questa dei valori arbìtrarj , e 
calcolando i corrispondenti valori della prima ; col fare 
di quella le ascisse, u di questa le ordinate di uua curva. 
JVla se ambe le indeterminate sorpassano il secondo gra- 
do ; allora per ciascun valore, che si darà ad una delle 
due indeterminate , bisognerà trovare i valori ' dell’ al- 
tra , impiegando il metodo ora esposto. Non si entra 
in maggiori particolarità * sopra le costruzioni di quesl’ul- 
tima specie , perchè s’ incontreranno molto raramente. 

4 la. Prima di terminar questa terza parte, si lararmo 
osservare anche alcuni usi dell’applicazione delle equa- 
zioni , alle curve. Poiché ogni equazione, ad una se- 
zióne conica, è sempre del seconda grado ; e che l'equa*, 
zione la più generale <H questo, grado , si può sempre 
ridurre a questa forma di 2 -J- cut + cu' 

-j~ h — o ; ne segue, che sempre si può l'ar passaci . 
una sezione conica per cinque punti 'dati, tre dei quali 
però comunque presi , non istieno in una linea retta , 
perchè una sezione oonica non può in più di due punti 

intersecare una linea retta. 

• • 

In fatti , suppongasi che A , B , C , D i E ( fig- 68 ) 
sieno cinque putiti dati-, e che abbiano l’ espósta con- 
dizione: st'i medesimi riferisconsr alla -retta AD,' ché 


ne unisce due qualunque di essi , per mento delle BF, 
CH , EG , le quali comprendano con AD uri angolo 
dato, o che le sieno perpendicolari, allora le distanze 
AF , BF, AG, GE , AH, I1C , AD, che s< n 
date, posson riguardarsi come le ascisse, e le ordinate 
di una linea curVa. Ora si dimostra , che questa linea 
curva ha sempre 1’ equazione dt ' -{- cut -j- cu'' + /' 
•f i S ° j in fatti , se pongousi AF — m , 

J BF =: n , AG =z W , GE = n* , All = ni* 1 , 
Cff xx n 11 , ed AD — m 111 ; è chiaro , che i . u pel 
punto A- si avrà » = o, t { z.o 4 lo che riduce' 
l’equazione ad h xx o. a. u Pel punto £ si avrà u ~ m, 
c f x «j lo che cambia l’equazione in din' -J- emn 
en 2 -J- f m “t" S n — perchè h — o. 3.° Pel 
punto E si avrà u xx m 1 , i — n 1 , e quindi dm 1 ' 
-j- cnt'n 1 -j- en 1 ' -f- gn 1 — o. /[. v Pel punto C 

si troverà sijnilm^nte dm"' -f- cm"n" en"' + J m" 
~J- gn" = o. 5. ° Finalmente pel punto D, ove t xx o , ed 
u xx , si avrà em" 1 ' -j- fin"! x o , o pur sem- 
plicemente fm" 1 , -J- y rx o. Or queste quattro equazio- 
ni perchè contengono le grandezze c , e , J g , tutte 
al primo grado , perciò sarà facile , coi metodi della 
prima sezione , averne i valori, i quali sostituiti nell’e- 
quazione di' -|- cut -rj- e«’ -{■ -ft -j- gu~\-li xx o , o più 
tosto nell’ equazione di' -j- cut eu' -f f‘ + gu = o, 
perthè h xx o , si avranno c , e , f , g, in grandezze 
tutte cognite , e T equazione si dividerà per d. Dunque 
allor sarà facile di costruir la curva , e di determinare 
se essa è ellisse , iperbole , parabola , jo-. cerchio. Se si 
danno quattro punti , allora un dei coeilìe.ienti sarà ar- 
bitrario •, lo che dà luogo d’ imporre arbitrariamente una 
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condizione , e due , *e si danno tre punti , e esòsi C in se- 
guito. 

Le linee curve distinguonsi in ordini relativamente al 
grado delle equazioni di esse. Cosi la linea retta e linea 
di prim’ ordine , perchè la sua equnjyone è del primo 
grado. Le sezioni coniche , per simili ragione , sono le 
linee del second’ orbine. 

Vedési dunque , che collo stesso metodo , si può de- 
terminar 1’ equazione di una linea del' terz’ ordine , la 
qiral si soggetterà di passare per tanti punti , meno uno, 
quanti differenti termini può avere l’ equazione generale 
di quest'ordine , a due indeterminate : similmente è ne- 
gli ordini superiori. ’ ' 

4 i 3 . Questo stesso metodo può servire a collegar con 
una lpgge approssimante, e semplice, pih grandezze co- 
gnite, la cui legge fosse o mollo composta , o incognita. 
Suppongasi , per esempio , che conoscami tre grandezze 
rappresentate dalle rette CB , ED , *GF (fig. 69 ), le 
quali grandezze dipendano' dalle tre altre AB , AD , 
AE. Trattasi di trovare una grandezza'/?/ intermedia 
alle prime , o che le sia vicina , e che derivi da AH 
nello stesso modo, che CJp, ED y ec. derivano dà AB y 
AD , ec. . ' . • •' • 

A questo problema si può soddisfare in ' infiniti di- 
versi modi , prendendo- un’ equazione a due. indetermi- 
nale u, e t, la quale abbia almeno tanti termini diffe- 
renti , quante sono le grandezze CB , ED , GF. Ma 
tra tutti questi differjg|y modi , quella che offre maggior 
facilità per i diversi usi, che posson farsene, consiste in 
considerar le rette IH come le ordinate , e le altre AH 
come le ascisse di una curva , che passerebbe per i dati 
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punti C, E , G, ec. e che avrebbe perequazione que» 
ite , t == a -}- bu -j- cu' -j- ec , la quale abbia tanti 
termini r qnante sono le grandezze , o sia i punti C , 

E , G ; allor supponendo come qui sopra , che mentre 
e vale AB , t valga CB ; mentre u vale AD , t valga 
DE ; mentre u va(e AE , t valga GF '> e cosi succes- 
sivamehte ; si avran tante equazioni per determinare a , 
b, e, ec. quanti sono i‘ punti. Determinati i valori di a, 
b , c , ec. , se essi si sostituiscono nell’equazione t ~a 
"J- bu -J- cu J -j- ec , si avrà un’equazione in cui tutto 
sarà cognito , fuorché u , et. Se dunque sostituiscesi 
per u la. distanza cognita AH ., la qua) conviene alla 
chiesta quantità HI ; si avrà allora il corrispondente va- 
lore, di t , cioè HI. 

Da ciò Vien confermalo lo già detto (282). In fatti , 
se vogliasi imitare ii contorno ABCDEF ( fìg . 70)5 da 
un certo numero dei suoi punti , si 'abbasseranno le ri- 
spettive perpendicolari su di una data fetta XZ ; poi 
pel metodo ora esposto , si determinerà l’equazione di 
una curva , che passerà per lutti questi punti , e nella 
quale essendo t al primo grado, u monterà ad un grado 
dinotato dal numero di' questi punti , meno uno 5 allor 
questa equazione servirà a determinare delle perpendico- 
lari intermedie , che si accosteranno tanto più alle vere, 
quanto più sarà maggiore il numero dei punti A , B , 

'C j .D , ec. presi da psincipio. j 
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Appendice. 


4 r 4 . In questa Terza Parte si era pensato 
d’introdurre varj altri oggetti, ma per non oltre- 
passare i giusti limiti, si h stato nell’ obbligo 
di rimetterli alla seguente. Intanto qui si espor- 
ranno ancora alcune proposizioni , di cui vi 
sarà occasione di farne uso in seguito , c di 
cui alcune serviranno a dimostrar la regola , 
che si è data ( Geom. 36 i. Problema VI. ) 
per determinare gli angoli di un triangolo sfe- 
rico , quando sonò dati i tre .lati. 

4 1 5 . Si rammenti (Geom. 284, ó 85 , c 278), 
che scaei rappresentano due angoli, o due ar- 


chi, si ha sen. («■+■&) 
e cos. 


sen. ae<w.£-b s en.frcr>s.<r v 


cos. a cos. 


sen. a sen. b 


o pur supponendo per più facilità r — ■ 1 » 
i.°sen.. (a+i') = sen.a còs, £-f sen. b cos 
2. 0 cos. («+&) <= cos. a cos. 6 —sen. «sen. b. . 
3.° sen. (a — è)=s=sen. a cos.' è — sen. b cos; a.. 
4 -° cos. (a— b)= cos. a eos. b + sen, a sen .b# 


5.° tang. a =t 


6.° cot. a>: 


r sen. a 

cos. a 

r cos. a 

: 

sen. a 


sen. a 
. còs: a 
cos. a 
seu . a 


, Suppo- 


si 


nendo sempre il raggio = 1 , come si fara 
da ora innanzi . ’ 


4*6. Ciò posto, se il valore di scn. (<x+&)si divide 
per quello di eos. (a+b ) , si avrà -■■ P ' 

cos. (a+à) * 

eioè, tang. (a+b) = * en - a co «- h + beo s. a = 

cos.-a cos. b — scn. a scd. b 

sen. a ^ scn. b 
eos. a cos. b 

, qual cosa si ottien dividendo 


i — 


sen . a sen . b 


•cos. a cos. b 

il numeratore , e ’l denominatore del secondo 
membro per cos. a cos. b ; dunque tang. 
( a £ ) __ ,a "g-. a ~f t ,n «- l> 

1 — la ug. a laug. b 

Se, al contrario, dividesi il valore di cos. ( ’a+b ) 
per quello di sem (a+b), si avrà-^-i— iti} o 

sen. ( a -f- b ) ’ 

sia coi. (a + h) ^ cos ' a cos - b ~ sen - « seD ~ * 
sen. a cos. b + sen. b cos. a 

cos. a sen. b 


~ r -, qual cosa si ha dividendo 


i + 


sen. b cos. a 


i 


sen.' a cos. b 

il numeratore , e ’l denominatore del secondo 
membro per sen. a cos. ^dunque cot. (a-\-b) 

col., a — tan?. b 
i -|- cot a laug. b 

Se similmente dividesi il valore di sen. — è), 
per quello di cos. (a — 6); e quello di cos. 
(a t- b ) , per 1’ altro di sen. (a — b ) , 



a65 

oprando delPrstesso modo, si avrà tang. (a—b) 

= ■ ■■ !"» - - '" 6 - * , e cot. (a - b ) 

1 -j- tang. a tnag. b ' , 

cot a tang. b ^ 

i — cot. a tang. b 

417. I valori di sen. («+&) , cos. (fl+é), 
e tang. (a + b) , .che sonosi ora esposti , pos- 
son servile a trovar facilmente i seni , coseni, 
e tangenti degli archi moltiplici di un arco 
dato , e per conseguenza le equazioni , che 
serviranno a dividere tur angolo in più parti 
uguali. Non deve farsi altro , che supporre 
successivamente b = a , = 3 = da ; e 
così in seguito. 

Per esempio, supponendo 5 ?= a, si avrà 
sen. sa = 3 sen. a cos. a, e cos. aa= cos. a 


cos. a 


se», a sen. a = cos.’ a — sen . 3 


= 1 — 3 sen.’ a , cui perviensi col sosti- 
tuire per cos . 2 a , il suo valore t. sen.’ a. 
Supponendo b = 3 «, si avrà sen. 3 a = sen. a 
cos. 2 <7. -}- sen. 2 a cos. a T e cos. 3 a cos. 3 a 
cos. a — sen. 2 a sen. a. Or' le due prece* 
denti equazioni esibiscono i valori di sen. 2 a, 
e di cos. 2 a ; se dunque essi sostituisconsi in 
questi, si avranno i valori di sen. 3 a, e cos. 3 a 
espressi per i seni , e coseni dell’ arco sem- 
plice a. Similmente si troveranno i valori di 
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sen. 4 a » e cos. 4^5 di sen. 5a r e cos. Sa ; 
e così in seguito. Si procederà in simil modo 
per aver tang. aa, tang. 3 n, ec., impiegando 
la formola , che esibisce tang. (a -j- b ) , e 

supponendo successivamente b = a , = aa , 

/ ' . • 

t=s ec. 

4i8. Se sommansi insieme i' valori di sen. 
( a-\-b ) , e di sen. (a~- b) , si avrà sen. (a-\-b) 
+ sen. (a -r- b) = a sen. a cos. 3, per cui 

sen. a cos. è = — sen. (a ■+• Z>) -f- - sen. 

2 2 

(a — b ). Sommando similmente il Valore di 
cos. (a + b ) » con quello di cos. (a — Zi), 
si troverà 2 così, a cos. b = cos. ( a + b ) 
-f- cos. (a — b ) , o sia cos. a cos. b = 

*S* cos. <[«+£) cos. (a — b\ Al contra- 
rio, sottraendo il valore di cos. (a -f* b) , da 
• quello di cos. (a — b) , si troverà a sen. a 
sen. b == cos. (a— è) — cos. (a+Z>), e quindi 

t 

sen. a sen. b = - cos. (a — b) — - cos. («+&)• 

ì ' ^ n ’ . 

4 I 9- Se pongonsi a + b s= m , ed a — b 
= , col sommare , sottrarre, e poi divi- 

. «ì.i 

«lendo per -a , si avranno a s== - m ~r - n , 
% 
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c b = - ni — - n , da cui si dedurranno 
a a 

facilmente le ultime formole , che or sonosi 
rinvenute : cioè , ‘ s 


% 


t-}-sen.R=asen.^— m-\-— re^XcoS-^- w — —n^ • 
i-{-cos./i=:a cos.^— ni-j-- « ^Xcos.^im — -n^ • 
3.°c^.re — cos.m=asen.^-m-j--K^X sen '^- ,n — ~ n ^ ' 


„© 


Tutte queste proposizioni saranno utilissi- 
me; e vedesi ora con quanta facilità esse cori 
calcolo si trovano , e si dimostrano. JJ uso 
di esse presentemente sarà limitato alla di- 
mostrazione della regola esposta (Geom. 36 i.' 
Probi. VI. )• # ' . , . 

420. Sia dunque ABC (fig. 71) un trian- 
golo sferico, ed AD un arco di cerchio mas- 
simo abbassato' dall’ angolo A , perpendicolar- 
mente sul lato opposto BC , su del quale- si 
prenda BE = BA ; e si immagini l'arco A E 
di cerchio massimo passare pel suo pùnto me- 
dio O , e pel punto e 1 ’ altr' arco BO di 
cerchio massimo dividere 1 ’ angolo ABC in 
due parti ugnali. • 

Ciò posto, nel triangolo EBO , col sup- 


a68 

porre il raggio = i , si avrà (Geom. 349), 
1: sen. BE , 0 sen. AB :: sen. OBE , o sen. 

- ABC’, sem OE ; dunque sen. O/i, o sen. 

- AE = sen. AB x sen. i ABC ; o pur 

a a 

quadrando , sen.’ - y/Z? = sen 7 AB X sen . 2 

\ , 

- ABC ; or si è ( 4 T 7 ) veduto , che cos. aa 

1 i , 

= 1 — 3 sen.’ a , o pur facendo za = m, 
cos. m—i — 2 sen.’ i ro ; dunque sen 2 — m 

r 

t= - — - cos. m ; per cui in vece di sen . 2 

a a 

- AE , si può sostituire i — - cos. AE , on- 

a f « a a 

de si avrà 1 — i cos. A E = sen.’ yZZ? X 
a a 

sen . 2 - ABC, or (Geom. 35 y) nel triangoloy/i 50 

si ha cos. BD: cos. CD, o sia cos. (B C—BD):: 
cos. AB: cos. AC ; cioè cos. BD : cos. BC 
cos. BD -|- sen. BC sen. BD :: cos. AB: cos. 
AC , onde cos. BD cos. AC = cos. AB 
cos. BC cos. BD-\-cos. AB sen. BC sen. BD, 

da cui si ha sen. BD 

cos. BD cos. AQ — cos. AB con. BC cos. BD 
cos.. AB sen. BC 

Per lo stesso principio , nel triangolo BAE 

0 
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si avrà cos. BD: cos. DE , o siacos. ( AB — BD} 
cos. AB. cos. AE; cioè, cos. BD : cos. AB 
cos. BD + sen. AB sen. BD :: cos. AB : 
cos. AE; dunque cos. BD cos. AE = cos. AB 
cos. AB cos. BD- |-cos. AB sen. AB sen. BD, 
da cui si lia sen. BD =2= 


cos. UT) cos. AE — cos.» AB cos. BD 
cos. AB seu. AB 


pareg- 


giarlo questi due valori di sen. BD , ed indi 

sopprimendo il coniun fattore ^ !> , dopo 

cos. AB r 

delle ordinarie operazioni , risulterà cos. AE s=s 

sen AB cos. AC — .cos. AB sen. AB cos. BC -f-cos» AB sen. BC m 
sen. BC ! ~Z- 5 

sostituendo questo, valore nell’ equazione - — » 

* • 

1 cos. AE=scn.* AB sen.* - ABC , si avrà i — - 

2 22 
»en. AB cos. AC -f- cos. AB sen. AB cos. BC— cos.» AB sen. BC 

■1 sen. BC 

= sen. a AB sen.? - ABC ; togliendo i de- 

" jL . ; - 

nominatori^ ed in®;. sostituendo in sen. BC 
— cos. a AB sen. BC, 0 sia sen. BC (1 — cos.* 

AB), in vece di !■■■— eos.* AB , il suo va- 
lore siìn .' 1 AB, e poi dividendo per sen. AB; 

. si avrà seri. BC sen. AB — cos. AC- f- cos. AB 

cos. BC ==■ 2 sen. AB X sen. BC sen . 3 

. r*. W . .■ ' v . J F * « 


3 ] 


, * 




9 

-• 1 *0 o 


» 
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1 ABC\ ora ( 4 1 5 ) cos. AB cos. #C+seh. BC 

sen. AB =i cos. ( BC — AB ) ; dunq ue cos. 
( BC — AB) — cos. AC == 3 sen. AB 

sen. BC sen. 2 ^ ABC ; ma (419) cos. ( BC 

— AB ) — cos. AC = 

a,cn - (* AC + 

che è lo stesso di , ' 

2 sen. ( i AC + ~ BC + l AB - AB ) x 

sen. ( ; AC + A BC -f i AB - BC \ 

\ 2 2 a /? 


o pur che 6 lo stesso di 2 sen. ( -I £ — AB') 
X sen. ^ - £ — BC) Ì col porre la somma dei 


tre lati =S ; dunque 2 sen. (^ - S — AB) 
X sen. ( i ^ — BC )=2 sen. AB sen. BC 
sen.’ - ABC ; da cui, dopo di aver diviso 
per 3, si rileva sen. AB X sen. BC : sen. 
(li 1 — X sen. f ; S - BC):\ 1 , 


osiar 2 ; sen. 2 ^ ABC\ qualcosa, impiegando 




i logaritmi , esiL 
di dimostrare. 

Iella seconda oeuonc 
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